3.7. УСТОЙЧИВОСТЬ СТЕРЖНЕЙ ПРИ ПРОДОЛЬНОМ СЖАТИИ

В случае нагружения детали сжимающими продольными силами  возможно нарушение работоспособности в результате потери устойчивости детали.

Под устойчивостью понимается свойство упругих систем возвращаться в состояние равновесия при малых отклонениях от этого состояния. Если отклонение не исчезает, а нарастает, то такое событие называют потерей устойчивости упругой системы. В результате имеет место значительное нарушение формы, что приводит к появлению моментов сил, дополнительно нагружающих детали конструкции. Потеря устойчивости может стать причиной разрушения отдельных элементов и всей конструкции. Подобная ситуация может иметь место при работе штоков гидравлических машин и ходовых винтов станков, при действии веса сооружений на колонны зданий и т.п.    

Рассмотрим состояние стержня (рис. 3.17), сжимаемого продольной силой F при некотором малом отклонении стержня от исходного (до нагружения) положения.  Смещение продольной оси стержня от первоначального положения в направлении, перпендикулярном оси х называют прогибом wх в данном сечении. Значение прогибов стрежня не одинаково в разных сечениях. Поэтому смещение вызовет поворот (х поперечных сечений стержня вокруг оси z, перпендикулярной плоскости рисунка. 

[image: image1.bmp]При малых значениях прогибов wх и углов поворота (х уравнение изогнутой оси  стержня wх = f(x) получим из простых соотношений:

1. dx = (к d(, или 1/(к = d(х/dx, 

    где (к – радиус кривизны оси стрежня; 

2. dw = (х dx, или dwх /dx = (  (угол (  считается положительным при повороте сечения против часовой стрелки);                        

     тогда d2wх / dx2 = d(х/dx = 1/(к; 

3. Mz = ЕJz/(к, 1/(к = Mz /(EJz),
         тогда d(х/ dx = Mz /(EJz) и 

             d2wх / dx2 = w(( =  Mz /(EJz) .  (3.30)
Определим силу F, вызывающую потерю устойчивости стержня. 

Заметим, что изгибающий момент в поперечном сечении стержня, уравновешивающий момент внешней силы F, по модулю равен Mz = F wх. Так как знак прогиба wх всегда противоположен знаку второй производной  wх((, то знак момента Mz  в уравнении (3.30) противоположен знаку d2wх/dx2. 

Окончательно запишем уравнение (3.30) в виде

     EJz d2wх/ dx2 = – F wх; d2wх / dx2 + wхF/(EJz) = 0; d2wх/dx2 + k2w = 0,    (3.31)

                                                                                      где k2 = F/(EJz).

Уравнение (3.30) – это однородное линейное дифференциальное уравнение, общий интеграл которого имеет вид  

                                       wх = A sin kx + B cos kx.

Произвольные постоянные А и В определяют исходя из граничных условий; в нашем случае  – из условий закрепления концов стержня. Для стержня на рис. 3.17 запишем условия закрепления концов стержня: 

а) прогиб wх = 0 при x = 0,
б) прогиб wх = 0 при x = l.

Из первого условия получим В = 0, из второго – уравнение A sin kl = 0. 

Уравнение A sin kl = 0 имеет нетривиальное решение при sin kl = 0. Следовательно, kl = (n, где n – произвольное целое число. (Решение при n = 0 соответствует сжатию без учёта возможного изгиба оси стержня). Таким образом, уравнение изогнутой оси стержня при малых деформациях имеет вид

                                             wх = A sin (nx/l,                                             (3.32)

а выражение для силы

                                             F = k2ЕJz = ((n/l) 2 ЕJz.                                 (3.33)

[image: image2.bmp]        Экстремальное значение прогиба стержня имеет место при dwх /dx = 0. Дифференцируя (3.32), получим  cos (nx/l = 0. Следовательно, наибольший прогиб wх max стержень имеет в сечениях, для которых (nx/l = (/2.

Координата  x сечений, в которых прогиб максимален, равна   x = l/(2n). Так, при n = 1 значение  x = l/2 (рис. 3.17 и рис. 3.18); а при n = 2  значение x = l/4 (рис. 3.18).
Следовательно,   n – это число полуволн синусоиды на длине сжимаемого стержня. 

Сжимающая сила, приложение которой вдоль оси стержня вызывает  переход от прямолинейной к синусоидальной (изогнутой) форме оси стержня, называется критической силой, а процесс перехода – потерей устойчивости. 

Математическое выражение для критической силы Fкр= ((n/l)2 ЕJz  впервые было получено Эйлером. Наименьшее значение критической силы по Эйлеру для «основного» случая закрепления концов стержня (рис. 3.18 и рис. 3.19, а) соответствует числу полуволн n = 1 и равно        

         Fкр=((/l)2 ЕJz.                  (3.34)                                                                                                  

[image: image3.bmp] Рассмотрим другие варианты.

1. Пусть стержень длиной l заделан одним концом, а ко второму конец стержня приложена сжимающая сила (рис. 3.19, б). Сравнивая форму осевой линии этого стержня с формой осевой линии на рис. 3.19, а, можно заметить, что она подобная форме оси стержня половинной длины.

 Поэтому в формуле Эйлера вместо длины стержня l следует использовать длину, равную  L = 2l.  

Для данного случая закрепления    

стержня критическая сила

             Fкр= ((/2l)2 ЕJz;

в 4 раза меньше, чем для «основного» случая (рис. 3.19, а).

2. Если оба конца стержня длиной l закреплены жёстко (рис. 3.19, в) и к одному из них, имеющему возможность перемещения вдоль оси стержня, приложена сжимающая сила, то длина полуволны синусоиды составляет только половину длины l. Критическая сила по формуле Эйлера в этом случае равна   

                                                Fкр= ((/0,5l)2 ЕJz.
3. На рис. 3.19, г представлена схема закрепления стержня, один конец которого заделан, а второй установлен на шарнирно - подвижной опоре. Критическая сила по формуле Эйлера в этом случае равна

                                                Fкр= ((/0,7l)2 ЕJz.

Обобщая выражения для критической силы, можно записать зависимость критической силы от способа закрепления концов стержня в виде:

                                               Fкр= ((/( l)2 ЕJz,                                         (3.35)

где ( – коэффициент приведения длины стержня к «основному» варианту.

Используя (3.35), определим критическое напряжение  

                      (кр  = Fкр/А = (2ЕJz / [А((l) 2] = (2 Е/ ((l/ i) 2,                         (3.36)

где i2 = Jmin/А –  радиус инерции; А – площадь поперечного сечения стержня; Jmin – наименьший для данного сечения осевой момент инерции.
Величина ( = (l/i  в (3.36) называется   гибкостью стержня. Она не зависит от свойств материала. Используя эту величину, критическое напряжение по формуле Эйлера записывают  в виде

                                                       (кр  =Е ((/()2.                                          (3.37)

Таким образом, критическое напряжение по формуле Эйлера зависит только от гибкости стержня ( и модуля нормальной упругости Е и не зависит от других характеристик материала, в том числе от предела текучести.

Модуль упругости Е углеродистых и легированных конструкционных сталей (в отличие (т, (в, (-1) практически не зависит от степени легирования и термической обработки. Поэтому легирование и термическая обработка не влияют на  значение (кр , рассчитываемое по формуле Эйлера.  

Заметим, что уравнение Эйлера для критической силы получено, исходя из закона Гука. Оно применимо для определения критической силы  по формуле (3.35) только при условии, что критическое напряжение не превышает предела пропорциональности: (кр  = Fкр/А ( (пц. 

Используя (3.37), получим наименьшее (предельное) значение гибкости стержня (пред, при которой применима формула Эйлера: (пред = ( (Е/(пц)½.
Примем, что (пц ( 0,8(т, тогда для строительной углеродистой стали при (т= 230 МПа значение (пред = 100; для легированной конструкционной стали при (т= 800 МПа значение (пред= 60.
В области ( ( (пред условие достаточной  устойчивости при сжатии записывается в виде 

                                             (сж = F/ А ( [(кр] = (кр/[sу],                            (3.38)
           где [sу] –  коэффициент запаса по устойчивости; для винтовых подъёмных механизмов принимается  [sу] = 3 ... 5.
[image: image4.bmp]
Если гибкость стержня ( ( (пред (рис. 3.20), то условие устойчивости стержня записывают, вводя поправку на допускаемое напряжение при сжатии; 

      ( = F/ А0 ( ( [(] = ((т/[s т],       (3.39)
где ( – коэффициент снижения допускаемого напряжения [(] с учётом продольного сжатии стержня; значение коэффициента ( зависит от  (:

                                 (      30     50      60     80      100     120      140     160

( углеродистых сталей ..... 0,91  0,86  0,82   0,70    0,51  (0,37)  (0,29)  (0,24)
( сталей 
повышенной прочности ... 0,91  0,83   0,79   0,65  (0,43) (0,30)  (0,23)  (0,19).

Экономически предпочтительнее при прочих равных условиях использовать формы поперечного сечения, обеспечивающие максимальное значение i2 = = Jmin /А. Чем больше отношение i /А1/2, тем рациональнее использован материал стержня с позиции обеспечения его устойчивости.

          Форма поперечного сечения             Значение i /А1/2
трубчатое сечение (d/D = 0,95 ... 0,8) . . . . . . 2,25 ... 1,64

трубчатое сечение (d/D = 0,7 ... 0,8) . . . . . .  .1,2 ... 1,0

двутавр . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . 0,41 ... 0,27

швеллер. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . 0,41 ... 0,29

круг . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 0,283

прямоугольник (h = 2b) . . . . . . . . . . . .  .. . . . 0,204

Однако использование тонкостенных трубчатых сечений ограничено из-за возможности потери устойчивости стенкой. Нижний уровень значения критического напряжения сжатия трубы продольной силой составляют порядка     (кр.н = 0,06 Еh/R, где h – толщина стенки трубы, R – радиус трубы. Для стальной трубы при d/D = 0,95 и h= 0,025D значение (кр. н. = 600 МПа; а допускаемое напряжение составляет порядка 150 МПа. Это существенно меньше допускаемого напряжения при расчёте по статической прочности детали, изготовленной из стали  с пределом текучести 500 МПа и выше. 
Задача 3.17

Определить Fкр при сжатии стойки длиной l = 2 м, один конец которой закреплён в фундаменте, а второй свободен. Профиль стойки – двутавр №20 (минимальный радиус инерции iy = 2,07 см, момент инерции при изгибе Jy  = 115 см4, А = 26,8 см2, ( т = 210 МПа).

Решение:

1. Гибкость стержня ( = (l/ i = 2( 2/ 0,0207 = 193 ( (пред = 110. Следовательно, Fкр определяется по формуле Эйлера.

2. По формуле Эйлера  Fкр= ((/(l) 2 Е Jmin = [(/(2( 2)] 2( 2( 1011( (115( 10 - 8) = 141,7 кН; 

(кр  = Fкр/А = 141,7( 103/(26,8( 10- 4) = 53 МПа. 

При коэффициенте запаса по устойчивости sу = 2 ... 3 расчётное напряжение 

( = F/А ( (кр / sу = 27 ... 18 МПа, что в 8 ... 12 раз меньше ( т = 210 МПа.

Задача 3.18

Профиль балки – двутавр №20. Высота двутавра h = 200 мм; толщина стенки d = 5,2 мм; толщина полки t = 8,4 мм. Нормативный коэффициент запаса [sу] = 5,  материал – сталь Ст3. Балка по всей длине опирается на бетонное основание и нагружена нагрузкой q, распределённой равномерно по длине балки и ширине полки балки. Определить нагрузку, не вызывающую потерю устойчивости стенки двутавра. 

Решение: 

1. Гибкость вертикальной стенки двутавра ( = (l/i. Схема закрепления стенки двутавра соответствует (  = 2.  Расчётная длина (высота стенки) l = 200 – 2( t = 183 мм
[image: image5.bmp]. 

Значение  i прямоугольного сечения длиной x погонных метров (вдоль стенки двутавра) равно i z = (Jmin /А) 1/ 2 = [(xd 3/12)/(xd )] 1/ 2 =       = d (1/12)1/ 2 = 0,289 d  = 1,5 мм. 

Гибкость стенки двутавра ( = (l/ i = 2( 0,183/0,0015 = 244 ( (пред = = 110. 

2. Критическое напряжение по формуле (кр  = Е ((/()2 = 35 МПа. Допускаемое напряжение [(у] = (кр /[sу] = 7 МПа. 

Допустимая нагрузка [q] = [F]/x =  [(у] А/x = [(у] t x/x = [(у] t = 36 кН/м.

Задача 3.19

Максимальный вылет ходового винта пресса 300 мм, длина гайки 70 мм, максимальная нагрузка F = 30 кН. Винт изготовлен из стали 40 с пределом текучести ( т = 300 МПа. Минимальный диаметр стержня винта 29 мм. Проверить, выполняется ли условие устойчивости ходового винта при ( = 0,7.  

Решение:

1. Определим гибкость стержня ходового винта ( = (l/ i. Расчётная длина стержня ходового винта с учётом половины длины гайки равна l = 335 мм. Радиус инерции кругового сечения ходового винта 

i = (J /А)1/2 = [(( d 4/64) / (( d 2/4)] 1/2 = d/4 = 7,25 мм. 

Гибкость стержня ходового винта ( = (l/i = 0,7(0,335/0,00725 = 32,3.

Предельное значение гибкости (пред = ( (Е/(пц )½  = (( [2( 1011/ (0,8( 300( 106)] ½  = 90.
Так как ( (  (пред, формула Эйлера для критического напряжения не применима.

2. Проверка условия прочности с учётом возможности потери устойчивости выполняется по критерию ( = F/ А  ( ( [(] = ((т/ [sт].
 В данном случае ( ( 0,9. При нормативном коэффициенте запаса по пределу текучести [sт] = 2 значение [(] = 150 МПа. 

Таким образом, ( = F/А = 30( 103/ (( d 2/ 4) = 45 МПа ( ( [(] = 135 МПа.
Условие устойчивости выполняется.

3.8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОГИБОВ И УГЛОВ ПОВОРОТА 

Выше были рассмотрены критерии прочности стержней при различных видах нагружения и критерии устойчивости. Исходя из опыта проектирования и эксплуатации машин и механизмов, вводят также требования к жёсткости деталей и конструкций при изгибе. Это обусловлено тем, что прогибы и повороты сечений приводят к нарушению расчётных режимов взаимодействия деталей и элементов конструкций. В результате, как правило, нарушается работоспособность машин и механизмов,  снижается надёжность и долговечность деталей. 

3.8.1. Метод интегрирования уравнения изогнутой оси стержня
Данный метод определения прогибов и углов поворота основан на интегрировании дифференциального уравнения изогнутой оси стрежня при малых значениях прогибов и углов поворота (3.30). Запишем его в виде

                                                  y(( = Mz /ЕJz ,                                         (3.40)

Положительному значению Mz соответствует положительное значение кривизны стержня 1/( и положительное значение прогиба w; отрицательному значению  Mz – отрицательное значение кривизны  и прогиба (рис.3.21).

[image: image6.bmp]
[image: image7.bmp]
Выполнив интегрирование, получим уравнения, содержащие постоянные интегрирования:

                ЕJz y( = ( Mz dx + C ;  ЕJz y = ({(Mz dx} dx+ Cx + D.                (3.41)

Постоянные интегрирования определяют, используя граничные условия. В данном случае граничными условиями являются значения прогибов и углов поворотов в опорах, а также на границах участков. Рассмотрим применение этого метода на примере определения прогибов и углов поворота свободного конца консольной балки, нагруженной сосредоточенной силой F (рис.3.22).

[image: image8.bmp]Изгибающий момент в сечении на расстоянии x от заделки равен 

         Mz (x) = F(l – x).

Интегрируя уравнение 

ЕJz y(( = F(l – x), получим

ЕJz y( = Flx – Fx2/2 + C,

ЕJz y  = Flx2/2– Fx3/6 + Cx + D.

Произвольные постоянные интегрирования определим из условий закрепления балки в заделке А (граничные условия системы): 

при x = 0 угол поворота сечения yА( = 0 и прогиб  yА = 0. 
При этих граничных условиях произвольные постоянные интегрирования С = 0 и D = 0. Таким образом, для определения  прогиба и угла поворота сечения консольной балки на расстоянии x от места её заделки имеем уравнения:  

                             y ((x) = (1/ЕJz) (Flx – Fx2/2) – углов поворота,
                   y(x) = (1/ЕJz) (Flx2/2– Fx3/6) – прогибов. 

[image: image9.bmp][image: image10.bmp]
[image: image11.bmp][image: image12.bmp]При x = l угол поворота (С (l) =             , а прогиб   wС (l) =           . 

В упругой области деформационные характеристики балки (угол поворота и прогиб) зависят только от модуля упругости материала  Е и не зависят от других характеристик материала. Поэтому жёсткость стальных деталей не зависит от марки конструкционной стали и термической обработки.   
Метод интегрирования оси стержня позволяет определить прогиб и угол поворота как функцию координаты x, т.е. в любом сечении. Однако общее число уравнений для определения неизвестных произвольных постоянных интегрирования равно удвоенному числу участков по длине балки (стержня). Граница каждого из участков соответствует точке разрыва функций  Mz(х) или ЕJz(х).   

[image: image13.bmp]Покажем применение данного метода для определения прогибов и углов поворота балки, нагруженной силой F  (рис. 3.23) при Jz = const. 

На участке АС момент Mz = Fbx/l; 

угол поворота  y ((x) = (1/ЕJz) [Fbx2/(2l) + СI]; 

прогиб y(x) = (1/ЕJz)[F bx3/(6l) + СI x + DI]. 

На участке СВ момент Mz = Fbx/l – F(x– а);   y ((x) = (1/ЕJz) [Fbx2/(2l) – Fx2/2 +  Fаx + СII]; 

                                        y(x) = (1/ЕJz)[Fbx3/(6l) – Fx3/6 + Fаx2/2 + СIIx + DII]. 

Для определения четырёх неизвестных постоянных интегрирования имеется четыре уравнения. Согласно условиям закрепления балки имеется два соотношения: у(0) = 0 и  у(l) = 0. Два других соответствуют условиям плавного и непрерывного сопряжения участков АВ и ВС: ((а)АВ = ( (а)ВС и w(а) АВ = w(а) ВС .

Решив эти уравнения, найдём значения СI , СII, DI и DII. Подставив их в уравнения для углов поворота и прогибов, получим зависимости:

для участка АВ

                                        wх  = –               (a2 + 2ab – x2);

                                         ( х = –               (a2 + 2ab – 3x2);
для участка ВС 
                             wх  = –             [– a2l + (a2 +2l2)x + x3 – 3lx2)];

                              ( х= –              (a2 + 2l2 – 6 lx + 3x2).

Очевидно, что с увеличением числа участков процедура вычислений существенно усложняется. Решение можно несколько упростить, разбив сложную схему нагрузок балки на простые (с одной нагрузкой). Получив выражения зависимости прогибов и углов поворота для простых схем, определяют суммарные значения прогибов и углов поворота для всей совокупности нагрузок.  

3.8.2. Энергетический метод

определения прогибов и углов поворота

Для практических инженерных расчётов обычно достаточно знать прогибы и углы поворота отдельных характерных сечений, а не зависимость этих
величин в любом сечении по длине балки (стержня). В этом случае часто более удобным оказывается энергетический метод.

Для обоснования этого метода предварительно определим зависимость между энергией упругого деформирования Ep  стержня при растяжении, действующими силами и возникающими при этом перемещениями. 

Обозначим символом А1 площадь поперечного сечения стрежня на участке длиной l1, а символом А2 – на участке длиной l2 (рис. 3.24, а).

Приложим к нему растягивающие силы F1 и F2 (рис. 3.24, б), действие которых вызывает только упругие деформации. 

Удлинение 1-го участка равно

     (l1 = (F1 + F2 ) l1/(Е А1) = (F1 + F2 ) (1, где (1 – податливость первого участка. 

Удлинение 2-го участка равно       

       (l2 = F2 l2/(Е А2) = F2 ( 2, 

где (2 – податливость второго участка.
В области упругого деформирования материала стержня работа внешних сил равна потенциальной энергии деформации этой детали. Работа упругого деформирования стержня (соответственно, его потенциальная энергия) равна    

         Ep = ½ [(F1 + F2 )((l1 + F2((l2)] = ½ [F1 (l1 + F2((l1 + (l2)].              (3.42)

Потенциальная энергия деформирования может быть выражена через податливости;

         Ep = ½ [(F1 + F2 )((l1 + F2((l2)] =  ½ [(F1 + F2 )2(1 + F22(2)].              (3.43)

Соответственно, частная производная (Ep /(F1 = (F1 + F2 )(1 = (l1 , а частная производная (Ep /(F2 = (F1 + F2)(1 + F2(2 = (l1 + (l2. Заметим, что величина (l1 равна перемещению точки приложения силы F1, а (l1 + (l2 – перемещению точки приложения силы F2.
Следовательно, перемещение точки приложения силы F по направлению её действия равно частной производной от  потенциальной энергии деформации упругой системы по этой же силе (теорема Кастильяно):  

                                                    (F  = (Ep / (F.                                           (3.44)

Определим соотношения между энергией Ep при изгибе балки (стержня), внешними силами Fi, моментами Mj , прогибами wi  и углами поворота ( j . 
Методом дифференцирования изогнутой линии были получены линейные зависимости прогибов и углов поворота от внешних нагрузок, что соответствует упругому деформированию в соответствии с законом Гука. Таким образом, при изгибе также применим принцип независимости действия внешних сил. Следовательно, потенциальная энергия балки не зависит от последовательности приложения нагрузок. Пренебрегая действием продольных и поперечных сил, потенциальную энергию при изгибе стержня можно представить аналогично (3.42) как сумму работ отдельных нагрузок на их перемещениях 

                               Ep = ½ ( (Fi wi  + ( mj ( j),
где  wi – прогиб в точке приложения силы Fi;  

( j – угол поворота сечения в точке приложения изгибающего момента mj.
Величины wi (и (j) можно представить через соответствующие значения податливости при изгибе, например wi = (iFi. Тогда выражение для потенциальной энергии при изгибе примет вид, аналогичный (3.40);

                                       Ep = ½ ( (Fi2(i  + ...).

Дифференцируя это выражение по любой из нагрузок Fi (или mj) и учитывая независимость действия нагрузок, получим соотношение 

                                       (Ep/(Fi = Fi(i  = wi.                                              (3.45)

Прогиб wi стержня в точке приложения силы Fi по направлению этой силы равен частной производной по силе Fi от потенциальной энергии Ep деформирования стержня под действием всей системы нагрузок. 

Аналогично, угол поворота ( j в точке приложения момента mj равен

                                              (Ep/(mj  = ( j.                                                  (3.46)

Угол поворота ( j сечения стержня, в котором приложен момент mj, равен производной по моменту mi от потенциальной энергии Ep деформирования стержня под действием всей системы нагрузок.
Определим потенциальную энергию деформации стержня при изгибе, учитывая, что потенциальная энергия деформации элементарного участка стержня длиной dx равна работе внутренних сил, т.е. работе изгибающего момента при повороте сечений на угол d(х;
                                   dEp= ½ Mz d( х= ½ Mz (Mz dx/(EJz) ;

Соответственно, упругая энергия всего стержня при изгибе равна

                                                               l
                                        Ep = ½ ( Mz2 dx/ (EJz).                                                                                                         

                                                            0

Тогда дифференцируя это равенство и учитывая (3.42 и 3.43), получим соотношения для прогиба балки по направлению силы Fi в точке её приложения

                                              l
                wi = (Ep/(Fi   = ( [Mz (x) /(ЕJz)][(Mz (x)/ (Fi] dx,                          (3.47)

                                               0
и для угла поворота сечения, в котором приложен момент  Mj,

                                                l
                ( j = (Ep/(mj  =( [Mz (x) /(ЕJz)] [(Mz (x)/(m j ] dx.                         (3.48)

                                              0

Используя соотношение (3.48), определим прогиб консольной балки в точке С (рис.3.22). Для консольной балки Mz (x) = F(l – x),  (Mz (x)/ (F = l – x; соответственно, прогиб в точке С приложения силы F равен 

                                 l
                   wС (l) = ( [F(l – x)/Е Jz] (l – x)d x/(Е Jz) = Fl 3/(3Е Jz).
                                0

Используя этот метод, можно определить прогиб и угол поворота в любом сечении. Если в данном сечении нет внешних нагрузок, то достаточно приложить в рассматриваемом сечении дополнительную (фиктивную) силу Fд  или момент mд и определить реакции опор. Затем составить выражение для изгибающего момента на каждом участке с учётом дополнительной нагрузки и взять частную производную по этой нагрузке. Полученные значения изгибающего момента и производной используют для составления соотношений (3.47) и (3.48). Приравняв нулю Fд и mд  и проинтегрировав (3.47) и (3.48), находят значения прогиба и угла поворота в данном сечении.

Задача 3.20

Определить угол поворота сечения С консольной балки длиной l (рис. 3.22). 

Решение:

Приложим в точке С момент mд, например, против часовой стрелки. Тогда изгибающий момент равен Mz (x) = m д + F(l – x), а (Mz (x)/ (m д = 1. 

Угол поворота определим, выполнив замену m д = 0;

                                                         l
           ( С = ( Ep/ (mд  = (1/ЕJz) ( [mд + F(l – x)](1(dx = Fl 2/2Е J.
                                                     0
При решении задач энергетическим методом для упрощения определения реакций опор и интегрирования можно расчленить сложную схему сил и моментов на более простые. Выполнив решение для каждой из этих схем, суммируют полученные частные значения прогибов или углов поворота данного сечения.

При наличии нескольких участков с различными значениями моментов    Mz (x) или произведения ЕJz интегрирование выполняют для каждого участка отдельно, затем суммируют частные значения прогибов (или углов поворота) в данном сечении. 

Задача 3.21

Определить прогиб и угол поворота в сечении С вала, нагруженного поперечной силой. 

                   Решение:
            1) Определение прогиба

Реакции опор равны RA = RB = F/2.
Значение прогиба  wc  определим как сумму 

                                             wc = wc1 + wc2
                                                                                                     l/2                                                   
Интеграл wc1 = ( [Mz (x) / Е Jz][(Mz (x)/ (Fi] dx;

                l/2                                                                                0

                                                         на участке АС изгибающий момент Mz = (F/2)x; производная (Mz (x)/ (F = x/2; значение интеграла 
                                                l/2                                                   
       wc1 = (1/ Е Jz) ((F/2)x2dx /2 = (1/ Е Jz) Fl 3/96.

                                                              0

                                        l
Интеграл wc2 = ( [Mz (x) /(Е Jz)][(Mz (x)/ (Fi] dx,  на участке  СВ изгибающий момент     
                            l/2
Mz = (F/2)x – F (x – l/2) = F(l/2 – x/2); производная (Mz (x)/ (F = x/2 – (x – l/2)= l/2 – x/2; 

                                           l                                                                           l
интеграл  wc2 =  (1/ Е Jz) ((F/4)(l – x)2 dx  = –  (1/ Е Jz)(F/12)(l – x) 3( = (1/ Е Jz) Fl 3/96.
                                l/2                                                                         l/2

Суммируя wc1 и wc2, получим значение прогиба в точке С; wc  = Fl 3/(48 Е Jz). Сравнивая полученное значение прогиба со значением прогиба консольной балки, ответим, что прогиб балки на двух шарнирных опорах при равных размерах в 16 раз меньше, чем прогиб консольной балки из того же материала. 

                                                        2) Определение угла поворота сечения

В точке С приложим дополнительно момент mд . 

Реакции опор равны RA = F/2 + mд /l; RB = F/2 – mд /l.

На участке АС момент mz = (F/2 + mд /l)x; производная (Mz (x)/( mд = x/l; 

интеграл ( c1 при Mд = 0 равен
       l/2                                                                        l/2

( c1 = ( [Mz (x) /Е Jz] [(Mz (x)/( m j ] dx = (1/Е Jz) ((F/2 + mд /l)(x2/l) dx = (1/Е Jz) Fl 2/48.

          0                                                                         0

На участке ВС момент Mz = (F/2 + mд /l)x – mд – F(x – l/2) = ½ F(l – x) –  mд(l – x) /l;

производная (Mz (x)/( mд = – (l – x) /l; интеграл ( c2 при mд = 0 равен
               l                                                                 l
( c2 = – (1/Е Jz) ( ½ F(l – x)2 dx /l = (1/6Е Jz) F(l – x)3(=  – (1/Е Jz) Fl 2/48;

             l/2                                                             l/2

Суммируя (c1 и (c2, получим значение прогиба в т.С  равное (c = 0. 
Задача 3.22

Определить прогиб и угол поворота балки сечения в точке С, сила F и момент m приложены в середине балки длиной l. 

Решение:
Согласно принципу независимости действия различных усилий в упругой области упругой деформации материала балки, представим данную схему нагрузок в виде суммы двух более простых: 

– балка нагружена только силой F;

– балка нагружена только моментом mс.


Значения прогиба wcF = Fl3/(48ЕJz) и угла поворота (cF = 0 от действия силы F были получены  в задаче 3.21.

Определим значения угла поворота (c m от действия момента mс.

Реакции опор равны RAm= mс/l;  RBm= –  mс/l.

На участке АС изгибающий момент Mz = mсx /l; производная (Mz (x)/ (mс = x/l; интеграл 

  l/2                                                                 l/2                                                      l/2
 (c1m  =( [Mz(x)/ЕJz] [(Mz (x)/(m j]dx = (1/ЕJz) (mс(x2/l2)dx = (1/ЕJz) mс x3/3l2(= (1/ЕJz) mсl/24.                  

           0                                                                   0                                                          0

На участке ВС момент Mz = mсx/l – mс = mс(x– l)/l; производная (Mz(x)/(mс = x/l – 1=       = (x– l)/ l.  Момент Mz на этом участке отрицательный, поэтому интеграл равен

                l                                                                                              l
(c2m = – ( (1/ЕJz ) (mс/l 2) (l – x)2 dx = (1/ Е Jz) (m/l 2)( l – x)3 /3(=  (1/ Е Jz) mс l/24.

  l/2                                                                                           l/2                            .
Суммарно угол поворота сечения С от действия момента mс равен (c m  = (1/Е Jz) mс l/12.
Суммарно прогиб в точке С  wc  = wcF  = Fl3/(48ЕJz).

При проектировании или анализе конструкции можно использовать значения прогибов и углов поворотов, представленные в справочной литературе в виде формул для типовых схем нагрузок и балок (стержней).

Допускаемые значения прогибов и углов поворота назначают, исходя из опыта проектирования и эксплуатации аналогичных машин и механизмов. 

При расчётах обычных машиностроительных или строительных элементов нормы допускаемого прогиба составляют 0,01 … 0,001 пролёта балки, а углы поворота при этом не превышают 1(. 

3.8.3. Теорема о минимуме потенциальной энергии

Полученные выше зависимости прогибов и углов поворотов от геометрических параметров конструкции позволяют сделать выводы о возможных вариантах обеспечения требуемой изгибной жёсткости. Так, момент инерции вала пропорционален  диаметру вала в четвёртой степени. Поэтому увеличение диаметра и уменьшение длины являются одним из основных способов повышения жёсткости относительно коротких валов редукторов. 

Значение прогиба возрастает пропорционально кубу длины вала. Поэтому длинные вала (длины вала на порядок больше его диаметра), например станов для многократного волочения проволоки, в обычном двухопорном исполнении имели бы очень низкую жёсткость и недопустимо большие значения прогибов. Компенсация потери жёсткости таких валов увеличением их диаметра привела бы к неоправданному увеличению массы вала. Повышение жёсткости длинных валов достигается установкой промежуточных опор вала (рис. 

3.25, а). Система становится статически неопределимой.   

Мысленно  отбросим опоры и заменим их реакциями Х1, Х2 и Х3 (рис. 3.25, б). Учитывая (3.44), запишем значения прогибов в опорах:

                     w1 = (Ер/(Х1 = 0; w2 = (Ер/(Х2 = 0; w3 = (Ер/(Х3 = 0.

Полученные соотношения являются необходимым условием экстремума потенциальной энергии Ер. Вторая производная всегда (2Ер/(Х12 = (w1/(Х1( 0, так как с увеличением силы прогиб в точке её приложения возрастает. Это соответствует минимуму функции Ер. 

Таким образом, реакции опор в статически неопределимых  системах принимают такие значения, при которых потенциальная энергия деформации минимальна (теорема минимума потенциальной энергии).
Задача 3.23

Для уменьшения деформации консольной балки при изгибе свободный конец этой балки установлен на шарнирно-подвижной опоре. Сила F приложена посредине между заделкой и дополнительной опорой. Определить реакцию в шарнирно-подвижной опоре.

Решение:

В опоре А прогиб равен нулю. Согласно (3.47) запишем

                                                                    2l
         wА = (Ep/ (ХA = ( [Mz (x)/Е Jz][(Mz (x)/(ХA] dx = 0.                                                        

                                      0

На участке АВ момент Mz  = ХA х и (Mz (x)/(ХA  = х.

На участке ВС момент Mz  = ХA х – F(x – l); (Mz (x)/(ХA  = х.
Выразив wА  через F и реакцию ХA и приняв произведение ЕJz  одинаковым по всей длине балки, получим: ХA = 5/16 F.

12.1. ИНЕРЦИОННОСТЬ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
12.1.1. Обобщение условий равновесия при анализе

                                             динамической системы

Динамика изучает движение тел при их взаимодействии с другими телами. В результате взаимодействия изменяется скорость движения, но из-за инертности тел мгновенное изменение скорости невозможно. Поэтому без учёта инертности не корректными оказываются решения задач пуска и остановок машин, определения мощности, нагрузок, напряжений в деталях машин и механизмов. 

Согласно закону сохранения энергии, для любого механического взаимодействия в любой момент времени имеет место равенство

                              dАдв = dАим + dАп + dАин + dАуп + dАтр,                      (12.1)

где dАдв – элементарная работа двигателя; dАим – элементарная работа, расходуемая исполнительным механизмом; dАтр – элементарная работа, обусловленная потерями на трения;

разность работ dАдв – dАдв – dАтр расходуется на изменение состояния самой механической системы:

dАп – приращение потенциальной энергии системы;

dАин – приращение кинетической энергии системы;

dАуп – приращение энергии упругого деформирования частей системы. 

Соотношение (12.1) запишем в виде 

                dАдв – (dАим + dАп + dАин + dАуп + dАтр) = 0, или (dА = 0.        (12.2) 

Согласно (12.2) сумма всех элементарных работ равна нулю. 

Любая элементарная работа может быть представлена векторным произведением силы и соответствующее перемещение или момента сил на соответствующий угол поворота. Учитывая это, запишем равенство (12.2) в виде

                       (Fk ( ds  +  (mj ( d(  = (Fk(dxk + (mj d(j = 0,                     (12.3)

где dxk – элементарное перемещение по направлению силы Fk;

      d( j– элементарный  поворот по направлению момента mj.
Равенство (12.3) означает, что динамическую систему, находящуюся под действием  сил и моментов сил, обусловленных всеми факторами механического взаимодействия,  можно рассматривать так же, как рассматривалась система, находящаяся в равновесном состоянии. В иной формулировке это суждение можно представить таким образом:

состояние механической системы можно анализировать подобно равновесному, полагая, что сумма элементарных работ всех сил и моментов сил на всех возможных перемещениях равна нулю. 

Очевидно, что согласно (12.2) в сумму элементарных работ входит элементарная работа сил трения, сил инерции, сил упругого деформирования.

В случае твёрдого тела при наличии связей не все из возможных движений реально осуществляются. Так, при движении катка по гладкой поверхности  без скольжения реализуется только вращательное движение. Однако, если движущая сила F превысит силу сцепления (трения покоя), то наряду с вращательным движением окажется возможным поступательное скольжение катка по поверхности. При исследовании движения под действием системы сил неизвестно, какие именно формы движения реализуются в данной ситуации. Поэтому принято обозначать символом dx реальное перемещение, а символом (x – также малое, но возможное (виртуальное) перемещение. Соответственно, для твёрдого тела, находящегося под действием системы сил и моментов сил, условие равновесия записывается в виде 

                 ((А = (Fx( (x + (Fy( (y +.... +  (mx( ((x +... = 0,                    (12.4)               

где (x, (y, ... ((x, ... – возможные (при наличии связей) перемещения и повороты. 
В идеале механизмы с жёсткой кинематической структурой (размеры всех звеньев механизма и связи между ними постоянны) имеют одну, реже две степени свободы. Это означает, что независимых координат обычно одна или две. Так, без учёта зазоров в подвижных соединениях и деформации деталей скорость поступательного перемещения груза подъёмником  однозначно связана со скоростью вращения выходного вала редуктора и скоростью вращения вала двигателя. Тогда для модели подъёмника условие (12.4) может быть записано относительно только одной независимой координаты. Для этого все виды движения частей подъёмника необходимо привести (обобщить) к одной независимой переменной, например, к углу поворота вала электродвигателя. В таком случае угол поворота вала ЭД будем называть обобщённой координатой (через эту координату выражаются все зависимые  от неё координаты движения других частей механизма). Выражение при обобщённой координате в (12.4), полученное после приведения, называется обобщённой силой. 

В научной литературе обобщённые координаты обозначают символом qi, обобщённые силы – символом Qi, а равенство (12.4) представляют в виде 

                                           ((А = (Qi (qi = 0.                                           (12.5)

Так как (qi ( 0, то согласно (12.5), механическую систему можно анализировать подобно равновесной системе, если в каждый момент времени все обобщённые силы (включая силы инерции) равны нулю.

Идея включения сил инерции в уравнение равновесия материальной точки принадлежит французскому учёному Д’Аламберу.
Задача 12.1

Без учёта трения определить момент на валу ЭД подъёмника при подъёме груза весом 

G = 10 кН на тележке по наклонной плоскости со скоростью  ( = 1 м/с, угол наклона плоскости ( = 30(. Частота вращения вала n = 2900 об/мин, 

Решение:

Обозначим угол поворота вала ЭД буквой (, перемещение груза – x. (Отсчёт обобщённых координат производится от положения статического равновесия). Тогда при малых возможных перемещениях (( и (x  зависимость (12.4) запишем в виде 

             ТЭД ((  –  (G sin()(x = 0,

где перемещение (x = R ((/ iпр, 

R – радиус барабана, 

iпр = (эд/(б –  передаточное отношение между валом ЭД и валом барабана подъёмника. Следовательно, Тэд (( – (G sin()R ((/ iпр  = 0; Тэд = G sin( R/ iпр.
Так как (/R = (б = (эд/ iпр, то R/ iпр = (/(эд  и Тэд = G ( sin( /(эд = 16,5 Нм.

В задаче 12.1 в качестве обобщённой координаты принят угол ( поворота вала ЭД; обобщённая сила в этом случае равна ТЭД – (GR sin ()/iпр.

Отметим значение равенств (12.4) и (12.5) для анализа вариантов решения  при проектировании, а именно – не требуется знание устройства механизмов, входящих в состав механической системы. Это существенно упрощает задачу анализа и выбора вариантов  систем на начальном этапе проектирования. 
Задача 12.2

Определить КПД подъёмника по условию задачи 12.1. 

Груз перемещается без тележки, а коэффициент трения f = 0,2. 

Решение:

КПД ( = Ап/Аз = Тэд /Тэд-тр , где Тэд-тр – момент на валу ЭД с учётом потерь на трение;

Тэд – момент на валу ЭД при подъёме груза без учёта потерь на трение. 

При малых возможных перемещениях (( и (x  зависимость (12.4) запишем в виде 

                              Тэд (( – (G sin()(x –  (fG cos()(x = 0.

Тогда Тэд = GR(sin( + f cos()/ iпр = G(sin( + f cos()(/(эд = 22,1 Нм. КПД ( = 0,72.

Задача 12.3

Пусковой момент на валу ЭД подъёмника Тэд = 24 Нм. При номинальной частоте вращения вала n = 2900 об/мин груз G = 10 кН на тележке перемещается вверх по наклонной плоскости со скоростью ( = 1 м/с. Угол наклона плоскости равен ( = 30(. Определить, каким было бы  ускорение тележки с грузом при разгоне без учёта инертности частей привода.

Решение:
При малых возможных перемещениях (( и (x зависимость (12.4) запишем в виде             Тэд (( – (G sin()(x – mx (x = 0.

Перемещение (x = R (((/iпр), где R – радиус барабана, iпр – передаточное отношение между валом ЭД и валом подъёмника. Ускорение груза  x = (R/iпр. 

          Тэд (( – G sin( R ((/ iпр – m (R ( /iпр) (R ((/iпр) = 0; 

                Тэд –  G sin( R/ iпр = ( mR2/iпр2       

Отношение R/iпр= (/(эд =1/ 303,5. Масса m = 1020 кг.

Окончательно получим ( = 677 рад/с2; x = 2,23 м/с2.

При решении задач часто нет необходимости знать законы движения и соответствующие силы; достаточно определить энергию системы, например моделируемой материальной точкой, в начальном и конечном положениях. Если работа расходуется без потерь на изменение кинетической энергии материальной точки, то dА = F( ds = dTк = d(½m(2) = m( ( d(. Величина m( = dTк/d( и  d(m ()/ dt =   m d(/dt = mw = F.
 Следовательно, сила, вызывающая ускорение, равна 


                                                          F =                 . .                                                           (12.6)                   

Предположим, что рассматриваемая система имеет идеальные стационарные связи (нет потерь, нет явной зависимости их свойств от времени). В этом случае кинетическая энергия есть функция только скоростей и перемещений Tк(qi, qi). Если изменение кинетической энергии произошло в результате работы всех сил Qi, следовательно, согласно закону сохранения энергии и определению «силы»                

                                            dАi /dqi = dTк(qi, qi)/d qi = Qi.

                                                                              
Производная сложной функции Tк(qi, qi) есть сумма производных по qi и qi, из которых производная по qi равна (12.6). Следовательно,   

                            dTк(qi, qi)/d qi  =                   –           = Qi .                                           (12.7)                                   

Знак (–) перед вторым слагаемым означает следующее.

Если (Tк/(qi  – отрицательная величина, то изменение энергии в связи с приращением значения координаты qi замедляет движение; в этом случае для движения с ускорением w необходима сила Qi, превышающая значение mw на  величину (Tк/(qi. 

Положительная производная (Tк/(qi соответствует ускорению движения при увеличении значения координаты qi; в этом случае для движения с ускорением w необходима сила Qi, значение которой меньше mw на  величину (Tк/(qi. 
Выражение (12.7) – это система уравнений Лагранжа второго рода, представляющая собой дифференциальные уравнения движения системы МТ в обобщённых координатах. Обобщая (12.7) на некоторую группу МТ, моделирующую движение механической системы, считают, что число уравнений Лагранжа равно числу степеней свободы такой системы. 

Применим уравнение Лагранжа второго рода для определения обобщённой силы, действующей на тело массой m с ускорением w вертикально вверх, от поверхности Земли. Скорость равна wt. Первое слагаемое в (12.7) равно mw. Сила тяжести замедляет движение; поэтому второе слагаемое  в (12.7) равно ((mgH)/(H = – mg. Соответственно, сила, обеспечивающая ускорение движения в поле тяготения при подъёме, равна Q = mw + mg.

Задача 12.4

Через блок перекинут трос, на одном конце которого груз G, на другом груз Q. Определить ускорение движения грузов под действием сил тяжести.

Решение:

Скорость грузов (, кинетическая энергия

(G + Q)( (2/2g. Обобщённая сила равна G – Q. Следовательно, согласно (12.7) 

 (G + Q)w/g = G – Q и  w = g (G – Q)/ (G + Q).

12.1.2. Момент инерции тел при вращательном движении

В решении задач 12.1 – 12.4 не учитывалась инертность вращающихся частей (барабана, редуктора и ЭД). Работа, затрачиваемая на ускорение вращательного движения, может быть определена через кинетическую энергию вращающейся массы m. Для объёма массой dm, находящегося на расстоянии r от центра вращения, кинетическая энергия равна dm (2/2.  Скорость ( = (r, тогда кинетическая энергия объёма массой dm вращающегося тела равна dm (2r2/2. По аналогии с выражением кинетической энергии объёма массой dm при поступательном движении как функции от (2/2 запишем  выражение для кинетической энергии при вращательном движении как функцию от (2/2; 

                                   dm (2/2 = dm (2r2/2 = dJ (2/2,

где dJ = r2 dm – это мера инерционности во вращательном движении элементарного объёма массой dm, находящегося на расстоянии r от оси вращения.

Интеграл  по объёму тела 

  V
  Jz = ( r2 dm – момент инерции тела относительно оси вращения z.           (12.8)
Моменты инерции тел простой формы

1. Круглый однородный тонкий диск радиуса R постоянной толщины h и плотности ( (рис. 12.1, а). 

Ось вращения проходит центра диска, тогда момент  инерции диска равен

                         R                R
             JСz = ( r2 dm = ( r2((( 2(r(h(dr) = 2( h( R4/4.
                         0                 0

Масса диска m = ( h(R2. Таким образом, момент инерции тонкого однородного диска относительно собственного центра массы (центра тяжести)  равен JСz = mR2/2.
2. Круглое тонкое кольцо радиуса R постоянной ширины b и толщины h (рис. 12.1, б).
                               R                 R
Интеграл  JСz = ( r 2 dm = ( r 2((( 2(r(h(dr) = 2( h( [R4 – (R – b)4]/4
                        R – b           R – b

Масса кольца равна m = ( h( [R2 – (R – b)2].

Следовательно, момент инерции кольца равен JСz = m [R2 + (R – b)2] /2 и для очень узкого кольца при b (( R момент инерции JСz = mR2.

3. Тонкий однородный стержень сечением s и длиной l   

3.1. Пусть ось вращения z проходит через центр тяжести (рис. 12.1, в).

                            l/2                  l/2
Интеграл JСz = ( x2 dm =  ( x 2(s dx = ( s l3/12, где s – площадь поперечного 

                                    – l/2              – l/2                                                          сечения стержня.
Масса стержня равна m = (s l. Следовательно, JСz = ml2/12.
3.2. Ось вращения z проходит через один из концов стержня (рис. 12.1, г).
                             l                   l
Интеграл Jz = ( x2 dm =  ( x2(s dx = (s l3/3, т.е. в 4 раза больше  JСz.
                            0                   0
Момент инерции тела относительно произвольной оси вращения

Момент инерции тела Jz  относительно оси вращения, смещённой на расстояние с относительно центра масс тела,  запишем в виде

                          V                V                         V                     V                 V
                    Jz = ( rz2 dm = ( (r + c)2 dm = ( r2 dm + 2c ( r dm + c2 ( dm.
                                         V                                                                            V
Интеграл по объёму ( dm = m, где m – масса тела. Интеграл  ( rdm= 0 равен нулю относительно оси, проходящей через центр тяжести (центр масс). 

Следовательно, если известен момент инерции тела JСz = ( r2dm относительно оси, проходящей через центр тяжести тела, то момент инерции относительно параллельной ей оси на расстоянии с от центра тяжести равен

                                        Jz = JСz  + c2 m.                                                 (12.9)

Задача 12.5

Используя формулу (12.9), определить момент инерции тонкого стержня длиной l и постоянной площади сечения s. Ось вращения проходит через один из концов стрежня.

Решение:

Момент инерции стержня относительно оси, проходящей через центр тяжести, равен

 JСz = m l 2/12. Момент инерции относительно оси, проходящей от центра тяжести на расстоянии l/2, равен Jz = JСz  + c2m =  m l 2/12 + m l 2/4 = m l 2/3.

Согласно (12.9) из всех осей данного направления наименьшее значение имеет момент инерции относительно оси, проходящей через центр тяжести тела. 

Совместим начало ортогональной системы координат с центром тяжести тела. Используя формулу (12.8), можно определить моменты инерции тела Jx, Jy и Jz относительно каждой из трёх осей координат. Мысленно поворачивая тело поочерёдно относительно каждой из координатных осей, можно заметить, что в некоторых положениях значения моментов инерции достигают экстремальных значений. Оси, относительно которых один из моментов инерции тела достигает наибольшего значения (из всех возможных при любых поворотах), а другие   –  наименьших значений, называют главными осями инерции тела. Очевидно, что для тела с центром симметрии (шар, полый шар) все оси главные. Ось симметрии тела (цилиндра, прямоугольного параллелепипеда и т.п.) также является главной осью.

Если главная ось инерции (ГОИ) детали, например, ротора турбины, смещена параллельно оси вращения (рис.12.2, а), то на ротор действуют центростремитель-ная сила, равная С( = m(2 (c (m – масса ротора, (c – смещение главной оси инерции ротора 

относительно оси вращения). Сила С( воспринимается опорами ротора и передаётся фундаменту машины. Заметим, что вектор силы С( по отношению к неподвижным опорам и фундаменту вращается с частотой (. Возникают колебания машины и фундамента. Очевидно, для уравновешивания ротора, необходимо обеспечить (c = 0. Такое уравновешивание называется статическим и может быть выпол-нено при невращающемся роторе.

На рис.12.2, б показана схема сил инерции, действующих при вращении на статически уравновешенный ротор. При этом главная ось инерции может не совпадать с осью вращения, образуя с ней некоторый угол (. Центростремительные силы С(, действующие на правую часть и левую части ротора, противоположно направлены и создают момент сил. Этот момент сил передаётся на опоры ротора, возбуждая колебания машины и фундамента. Для уравновешивания ротора необходимо обеспечить ( = 0. Такое уравно-вешивание возможно только при вращении ротора и поэтому называется динамическим. По данным измерения колебаний машины определяют,  в какой месте ротора необходимо установить противовес или удалить часть материала ротора. 

Учитывая некоторое различие плотности и других свойств литого материала, слитки для поковок роторов паровых турбин изготавливают в форме тел с осевой симметрией относительно продольной оси, с которой должна будет совпадать ось вращения ротора. 
Задача 12.6

Определить ускорение тележки с грузом по условию задачи 12.4. 

Момент инерции ротора электродвигателя равен Jэд = 0,03 кгм2. Масса барабана mб  =   = 200 кг, а радиус R = 0,2 м.

Решение: 

При возможных перемещениях (( и (x  зависимость (12.5) и запишем в виде 

                       Тэд ((  – (G sin() (x – mx (x– Jб (б (( б – Jэд ( (( = 0,

где (x = R (( /iпр, а iпр – передаточное отношение между валами ЭД и подъёмника. 

Соответственно, ускорение x = R ( /iпр; угол поворота барабана (( б = ((/ iпр; 

угловое ускорение барабана ( б=  ( /iпр. Тогда

                           Тэд – G sin( R /iпр  – ( mR2/iпр2  – ( Jб /iпр2 – ( Jэд = 0,

                     ( = (ТЭД – G sin( R /iпр)/ (m R2/ i2пр+ Jб/iпр2 + Jэд).

Момент инерции барабана определим, полагая, что масса барабана сосредоточена на радиусе R. Тогда Jб = m R2 = 200( 0,22 = 8 кг( м 2. Передаточное число iпр = ( R/( = 60,7.

Угловое ускорение ротора электродвигателя

                      ( = (24 – 16,5)/ (0,011 + 0,002 + 0,03) = 174 рад/с2.

 Ускорение тележки с грузом x = 0,573 м/с2, почти в 4 раза меньше, чем расчётное ускорение без учёта инертности двигателя и барабана (задача 12.3).

В задаче 12.6 сомножитель при угловом ускорении представляет собой момент инерции системы, приведенный к оси электродвигателя. Очевидно,

для получения приведенного момента инерции деталей, установленных на тихоходном валу, к оси более быстроходного вала следует уменьшить его значение в i 2  раза, где i – передаточное отношение между этими валами.

12.2. КОЛЕБАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
12.2.1. Уравнение динамики поступательного движения

Предположим, что все движущиеся части механизма на рис.12.3 совершают только поступательное движение по направлению оси x. 

Примером такого технического объекта может служить поршень гидравлического или пневматического привода. 

Силы трения Fтр1 и Fтр2 направлены против движения поршня. На участке АВ шток деформируется под действием силы Fим + Fтр2, а на участке ВС –  под действием силы Fим. 

Очевидно, из-за разности  деформаций  перемещение поршня x1 не равно перемещению штока x3. 

Таким образом, даже в случае поступательного движения вдоль одной оси х математическая модель простейшей механической системы должна была бы содержать не одну, а несколько координат перемещений, скоростей и ускорений. Упростим модель на рис. 12.3, заменим её моделью, в которой материальная точка массой m имеет одну степень свободы (рис. 12.4).
Жёсткость упругой связи массы m с неподвижным основанием равна с (рис. 12.4). Тело движется в среде с трением. Сила F, создаваемая «двигателем», направлена вдоль оси x.  

В равенстве (12.2) разность dАдв – dАим обозначим символом dА и продифференцируем это равенство;

                        dА/dx = dАуп/dx + dАин/dx + dАтр/ dx.                                                 (12.10)                                                                                                                                                                                                                
Работа, затрачиваемая на ускорение движения материальной точки, может быть определена через кинетическую энергию Аин = Тк = m(2/2 поступательно движущейся массы m. Производная dТк/dx  =  mx .         

Работа упругого деформирования Ауп = сx2/2, а  dАуп /dx  = Fуп = сx. 

Примем, что сила трения пропорциональная скорости x, коэффициент пропорциональности  –  (. Тогда d Атр /dx  = Fтр = ( x .
В равенстве (12.10) каждую производную элементарных работ по x заменим соответствующей силой. В результате принятых упрощений получим уравнение движения в виде

                                                 m x +  ( x + сx  = F(t).                                       (12.11)                                  

Уравнение (12.11) представляет поступательное движения механизма или его части, моделируемого материальной точкой. В состав (12.11) входят инерционный, диссипативный (характеризующий рассеивание энергии) и упругий параметр. Ускорение x в составе инерционного члена уравнения  всегда определяется отношению неподвижной системе отсчёта. Скорость x и перемещение х в составе соответственно диссипативного и упругого компонент уравнения определяются в относительном движении. 
12.2.2. Кинематика и векторная интерпретация 

колебательных процессов 
В случае F(t) = 0 уравнение (12.11) – это уравнение колебаний тела, моделируемого материальной точкой.

Колебанием называют движения или процессы, обладающие той или иной степенью повторяемости во времени (рис.12.5, а).

Колебания свойственны реальным объектам от атомов до галактик, включая процессы в живых организмах. Для исследования колебаний различной природы создан математический аппарат, общий для разных объектов. Простейший вид периодического движения –  гармоническое движение (рис. 12.5, б), для которого связь между перемещением х и временем t, записывается в форме                                    

                                                    x = xa sin (t,                                          (12.12)

где  xa – амплитуда колебаний; ( – круговая (циклическая, угловая) частота колебаний.        

Период колебаний Т – наименьший промежуток времени, по истечении которого повторяются значения физических величин, характеризующих колебательное движение; это – продолжительность одного полного колебания. 

Величина f = 1/T, обратная периоду колебаний, называется частотой колебаний; измеряется числом колебаний в секунду. Единица частоты колебаний – герц.  

Между величинами f, ( и T имеются следующие соотношения:

                       

                                    T =         ;  f  =         1/c.


Скорость х = dx/dt = xa( cos (t и ускорение гармонического движения        х = d2x/dt2 = – xa(2 sin (t также являются гармоническими функциями. Амплитуда скорости зависит от круговой частоты ( в первой степени, а амплитуда ускорения – во второй степени.
На рис. 12.6 представлены графики двух колебательных движений с одинаковой круговой частотой (, описываемых уравнениями:

                    x1 = a sin (t,

                    x2 = b sin ((t + ().

Как следует из рисунка, максимального значения колебания x1 и x2 достигают не в один и тот же момент, в через (/( секунд одно после другого. Величину (  называют сдвигом по фазе, или начальным фазовым углом.

Гармоническое колебание можно представить графически с помощью вращающегося вектора, численно равного амплитуде колебания (рис. 12.7). 

Пусть некоторый вектор а вращается против часовой стрелки с постоянной круговой скоростью (. 

Отчёт времени начат от того момента, когда вектор был направлен горизонтально. 

Тогда в момент времени t ( 0 проекции вектора на координатные оси равны: 0А = а cos (t и 0B = a sin (t. Первая из этих проекций может служить иллюстрацией гармонического движения вдоль оси v, вторая –  вдоль оси u. 

В графической интерпретации гармонического колебания величина ( является угловой скоростью вращения вектора. Заметим, что силы, входящие в состав уравнения (12.11), при x = xa sin (t являются гармоническими функциями одной и той же угловой частоты (: инерционная сила mх = – mxa(2 sin (t, диссипативная сила (х = (xa( cos (t, упругая сила сх = с xasin (t. 

В графической интерпретации эти силы можно представить как систему векторов, вращающихся с угловой скоростью (, но смещённых друг относительно друга по фазе (рис.12.8). Относительно вектора силы сxasin (t вектор силы (xa( cos (t повёрнут на угол (/2, а вектор силы (– mxa(2 sin (t) – на угол (.

Используя векторную диаграмму на рис.12.8, можно для любого момента времени определить амплитуду силы, действующей на тело и фазовый угол, выполнив

геометрическое суммирование этих сил (см. задачу 12.7) 

Задача 12.7
Используя  векторный метод, определить амплитуду перемещений при суперпозиции (наложении) двух колебаний x1 = a sin (t и x2 = b cos (t, а также сдвиг по фазе относительно колебания x1.

Решение:

Представим векторную диаграмму колебаний x1 и x2: колебанию x1 соответствует вращающийся вектор a, а колебанию x2  – вектор b; сдвиг по фазе вектор b относительно вектора а равен (/2. 

Согласно рисунку, абсолютное значение суммы векторов a + b равно (а2 + b2; а сдвиг

 по фазе ( = arc tg b/a. Уравнение результирующего гармонического колебания имеет вид      х = (а2 + b2 ( sin ((t + ().
12.2.3. Свободные колебания без затухания

Свободные колебания без затухания моделируют движение системы при отсутствии внешних сил и потерь на трение. В этом случае в (12.2) F(t) = 0 и     ( = 0, и уравнение имеет вид

                                                                     mx + cx = 0.                        (12.13)

Согласно принятым условиям и ограничениям, структурная модель динамической системы (рис. 12.4) упрощается и состоит только из двух элементов: тела массы m (далее – груз) и упругого элемента (далее – пружины) жёсткостью с (рис. 12.9). Статическому равновесному состоянию соответствует положение 0-0 массы  m.

Из теории дифференциальных уравнений известно, что общим решением уравнения (12.13) является функция вида

                                  x = C1 sin kt + C2 cos kt,                                           (12.14)

где k2 = c/m, или k = (c/m; C1 и C2  – произвольные постоянные; определяются, исходя из условий начального состояния механической системы.

Конкретное решение (12.14) зависит от начальных условий. Так, если в момент времени t = 0 значения х = 0 и х = 0, то C1 = C2  = 0 и решение (12.14) соответствует состоянию покоя массы m.  Примем далее, что в начальный момент времени t = 0 груз выведен из положения статического равновесия в положение х = х0 и отпущен при скорости х0 = 0. Учитывая указанные начальные условия, согласно (12.14) получим

при t = 0   х = C1 sin kt + C2 cos kt  = х0 , т.е. х0 = C1(0 + C2(1, или C2 = х0;

при t = 0   x = kC1 cos kt – k C2 sin kt = 0, т.е. 0 = kC1(1 – k C2(0, или C1 = 0.

Подставив в (12.14) значения постоянных интегрирования  C1 = 0 и C2 = х0, получим уравнение движения груза в форме

                                             x = х0 cos kt.                                                    (12.15)
Уравнение (12.15) – это уравнение незатухающих колебаний массы  m с амплитудой, равной х0, угловой частотой k и периодом колебаний Т = 2(/k. Величину  k = (с/m  принято называть собственной частотой колебаний, или частотой свободных колебаний. 

Под действием пружины груз перемещается к положению 0-0 статического равновесия и к моменту перехода через это положение приобретает максимальную скорость, значение которой можно определить, дифференцируя (12.15) или используя закон сохранения энергии в механической системе. В положении  х0 упругая энергия пружины  максимальна и равна                     , напротив, кинетическая энергия Тк = ½ mx2 достигает максимального значения в момент перехода груза через положение 0-0. Приравняв максимальные значения потенциальной (упругой) и кинетической энергий системы, получим хmax = kх0. Таким образом, свободные колебания без потерь на трение моделируют (представляют) периодический и незатухающий процесс взаимного перехода потенциальной энергии упругого элемента и кинетической энергии инерционного элемента. 

Собственная частота колебаний определяется как массой m, так и жёсткостью с упругой системы. Упругая система может состоять из нескольких упругих элементов (пружин). Рассмотрим различные способы соединения двух пружин с жёсткостью с1 и с2, моделирующие часто встречающиеся на практике варианты конструкций составных упругих элементов (рис. 12.10).


Напомним, что жесткость механической системы с = F/x, где F – сила, х – деформация под действием силы F. Мысленно приложим к массе m некоторую силу F в направлении оси х. Эта сила уравновешена силой Fуп1 и Fуп2 упругого деформирования пружин. Тогда для приведенных на рис. 12.10 вариантов соединения пружин запишем очевидные равенства:

для а и б –  F = Fуп1 + Fуп2 = (с1 + с2) х = сх; тогда с = с1 + с2;

для в –  F = Fуп1= Fуп2 и  х = х1 + х2 = F/с1 + F/с2 = F/с; 

                                                 тогда 1/с =1/с1 + 1/с2 и с = F/х =                  .

Соответственно, собственная круговая частота колебаний для схемы соединения пружин 

на рис. 12.10, а и рис. 12. 10, в равна k =                ;


на рис. 12.10, б равна k =                             .

Задача 12.8

Определить собственную круговую частоту колебаний системы на рисунке, если масса m = 60 кг, жёсткость пружин c1 = c2 =  104 Н/м, жёсткость пружин c3 = c4 = 2 (104 Нм.

Решение:
Данную схему соединения пружин можно представить как комбинацию схемы на рис. 12.9, б и схемы на рис. 12,9, а.   

Жёсткость двух пар параллельно соединённых пружин равна 

c1+2  = c1 + c2 =  2 (104 Н/м и c3+ 4 = c3 + c4 = 4(104 Н/м.

Жёсткость последовательного соединения пружин двух пар пружин равна  с = c1+2  + c3+ 4 = 6(104 Н/м. 

Собственная круговая частота колебаний k = (с/m)1/2 = 31,6 рад/с; 

период колебаний Т = 0,2 с; частота колебаний f = 5 гц. 
Задача 12.9

Определить собственную частоту колебаний системы, состоящей из деревянной балки на двух опорах с грузом массой m  в средней части. Длина балки  l = 5 м, модуль упругости  Е = 1,5(104 МПа. Поперечное сечение балки – квадрат со стороной а = 30 см. Вес груза          Q  = 1000 кГс. Массой балки пренебречь.

Решение:

Прогиб балки y = Ql 3/(48EJz ), тогда с = Q/y = 48EJz/l 3, Jz = а4/12 = 6,75(10-4 м4.
Круговая частота колебаний k = (с/m)½ = [48( 1,5(104(106( 6,75(10-4/(1000(53)] ½  = 62 рад/с. 

Частота колебаний f = k/(2() ( 10 гц. 

Задача 12.10

Определить собственную частоту колебаний двух масс, связанных пружиной.

Решение:
Мысленно разобьём систему на две части, заменив пружину её действием Fпр на массу m1 и  m2. Составим уравнения движения каждой массы под действием внешних сил F1 и F2 и силы Fпр:

      m1x1 = F1 – c( x1 – x2);  m2x2 = c( x1– x2) – F2, 

где  x1 и x2 – перемещения в неподвижной системе координат.  
Разделим первое уравнение на m1, а второе – на m2 , вычтем из первого уравнения второе и обозначим x =  x1 – x2.

В результате получим уравнение движения масс друг относительно друга:                  

          x = F1 / m1 + F2/ m2 – c x (1/ m1 + 1/ m2), или x +  c x (1/ m1 + 1/ m2) = F1 / m1 + F2/ m2.
Сомножитель перед х  и есть k2 . Таким образом,  k2 = c(1/ m1 + 1/ m2).

Задача 12.11

Определить собственную частоту, период и число колебаний в секунду  груза массой  m = 3000 кг, установленного на пружинной рессоре. Жёсткость пружины с =  G r4/ (4R3z), где диаметр стержня пружины 2r = 40 мм, радиус пружины R = 80 мм, число витков z = 8, модуль сдвига G = 0,8 (105 МПа. 
Решение:

Жёсткость пружины с = 0,8 (1011( 0,02 4/ (4( 0,083 ( 8) = 7,8( 10 5 Н/м. При n = 0 собственная круговая частота k = (c/m)1/2 = (7,8( 10 5/ 3000)1/2  = 16 рад/с; период свободных колебаний без трения Т = 2(/ k = 0,39 с; число колебаний в секунду (частота) f  =  1/ Т =  2,56 1/с (герц).

Задача 12.12

Определить параметры колебаний груза по данным задачи 12.10, если груз опускается на пружину до соприкосновения с ней со скоростью х0 ( 0, а затем отпускается. 
Решение:

После того, как при медленном опускании груз соприкоснулся с пружиной, он больше  не поддерживается тросом и, опускаясь, сжимает пружину на некоторую величину (. При этом работа силы тяжести равна упругой энергии сжатой пружины, т.е. mg( = ½ c(2. Следовательно, ( = 2 mg/c. Это в два раза больше, чем сжатие пружины при статическом приложении нагрузки, равной весу груза: (ст = mg/c. Величина (ст  соответствует равновесному положению груза, а величина (/2 равна амплитуде колебаний груза при начальных условиях         х0 = 0 и х0 = (ст = mg/с. Значение (ст = 3000( 9,81/(7,8( 10 5) = 0,038 м = 38 мм, а закон движения при данных начальных условиях  x = 0,038 cos 16t.
Опускание груза на ненагруженную пружину до момента соприкосновения даже при скорости, практически равной нулю, вызывает двойную перегрузку пружины по сравнению со статической нагрузкой весом этого груза.

12.2.4. Свободные колебания с потерей энергии, 

        пропорциональной скорости

При отсутствии потерь свободные колебания не затухают. 

Для исследования движения механической системы при F(t) = 0 и наличии потерь энергии, пропорциональных скорости, преобразуем уравнение (12.11)  к виду, удобному для интегрирования, разделив на m;

                            x + 2n x + k2x  = 0,  где 2n = (/ m; k2 = c/m.               (12.16)

Решение уравнения (12.16) имеет вид x = Ce zt, где t – время, а z – неизвестная величина. В результате подстановки x = Ce zt в (12.16) получим характеристическое уравнение z2 + 2nz + k2= 0, корни которого


                                           z1,2 = –  n ( ( n2 – k2.

Если трение очень велико, т.е. n ( k, то  x = C1e – nt. В том случае, когда первоначально система была выведена из равновесия (при t = 0 значение  x0 ( 0), данное решение соответствует монотонному без колебаний перемещению к положению равновесия.
Обычно для реальных систем n ( k. Запишем решение характеристического уравнения в виде  z1,2 = – n ( i ( k2–  n2 = –  n ( i k1.
Тогда  x1= e – nt e i k  t и  x2 = e – nt e – i k  t.  Линейная комбинация этих решений даёт общее решения однородного уравнения в виде

                             x = e – nt (C1 cos k1t + C2 sin k1t ).                              (12.17)

При отсутствии демпфирования (n = 0) уравнение (12.17) переходит в (12.14), соответствующее свободным незатухающим колебаниям. 
Обычно, постоянная интегрирования C1 находится из (12.17) при t = 0 и     x = х0; а постоянная C2 после дифференцирования (12.17) – при t = 0 и x = х0 .

Для этих начальных условий C1 = x0; C2 = (x0 + nx0)/k1. Тогда уравнение (12.17) можно представить в виде

                              x = e – nt [x0 cos k1t +              sin k1t ].                        (12.18)

Выражение в квадратных скобках – это сумма двух гармонических колебаний одной и той же круговой частоты. Следовательно, можно применить  векторный метод сложения гармонических колебаний и записать (12.18) в виде уравнения затухающих свободных колебаний       

                                   x = e – nt(А sin (k1t + (),


где А =     x0  + [              / k1]2 ; tg ( =               . 
Из (12.19) следует, что перемещение происходит с убывающей во времени амплитудой и с периодом колебаний Т1= 2(/k1, несколько большим, чем при отсутствии демпфирования. Однако это различие незначительно.   
Затухание амплитуды свободных колебаний происходит по экспоненциальному закону e – nt (рис. 12.11). Темп снижения амплитуды затухающих свободных колебаний тем выше, чем больше значение n (или коэффициента вязкого сопротивления   ( = 2nm).  

Отношение двух значений амплитуд, отстоящих друг от друга на период, называется фактором затухания колебаний    ( = Аi /Аi+1 = e – nt/e – n(t +Т ) = е nТ.
Натуральный логарифм фактора затухания называется логарифмическим декрементом затухания колебаний:
        ( = ln ( = nТ1 = ln Аi /Аi+1.         (12.20)

В механических системах  (  обычно находится в пределах 0,02 ( ( ( 0,3. 

Соотношение (12.20) можно использовать для экспериментального определения значения n. Для этого достаточно определить период колебаний и отношение амплитуд колебаний за один период. 

Каков физический смысл логарифмического декремента затухания колебаний? Пусть амплитуда через  m полных колебаний уменьшилась в e раз. Число е – основание натурального логарифма. Определим, через какое число р периодов колебаний отношение амплитуд уменьшится в е раз:

                                      Ai/Ai+m= е - nt/ е – n (t + Т р) = e. 

Очевидно, что е nТ р = e, или nТ1 р = 1. Следовательно,  р = 1/(nТ1) = 1/(.
Таким образом, величина, обратная логарифмическому декременту затухания  р = 1/(, показывает, сколько полных колебаний совершает система при уменьшении амплитуда в e раз. 

Промежуток времени  (p = Т1 р = 1/n, за который амплитуда колебаний уменьшается в e раз, называется временем релаксации. 
Заметим, что необратимые потери энергии при колебаниях могут быть обусловлены как внешним, но и внутренним (в материалах) трением. Поэтому логарифмический декремент затухания колебаний и время релаксации используются для оценки структурных изменений при различных технологических процессах (термической обработке, обработке давлением и т.п.).

Отметим, что в реальных механических системах всякого рода возмущения (сброс или внезапное увеличение нагрузки, остановки и пуски и т.п.) приводят к возникновению колебательных процессов, подобных представленному на рис. 12.11. Как результат, снижается качество технологического процесса, ускоряется процесс накопления опасных усталостных повреждений в элементах конструкции. В таких случаях повышенное демпфирование, приводящее к более быстрому затуханию колебательных процессов, оказывается эффективным средством повышения качества функционирования и долговечности машин.

Определим период собственных колебаний при наличии трения: 


         Т1= 2(/ k1 = 2(/ ( k2 – n2 = (2(/k ) / ( 1 – (n/k)2 = Т / ( 1 – (n/k)2.

Выполнив замену  n = (/ Т1 и  k = T / 2(,  получим 

   (Т1/ Т)2 = 1 /{1 – [((/ Т1)/ (2(/T)] 2}, или (Т1/ Т)2 = 1+ ((/2()2.

В механических системах период свободных колебаний (и частота) при наличии трения отличаются от периода колебаний с трением незначительно. Так, при  ( = 0,3 отношение     Т1/ Т = 1,0011.
Задача 12.13

Определить логарифмический декремент затухания колебаний (, коэффициент ( и время релаксации (p по условиям задачи (12.11), если отношение амплитуд  Аi / Аi + 1 = 1,05. 

Решение:

Логарифмический декремент затухания колебаний 

( = ln Аi / Аi + 1 = 0,049.

Коэффициент ( = 2mn, n ( ( /Т = 0,0498/0,39 = 0,125 и 

( = 2( 3000( 0,125 = 750 Нс/м.
Время релаксации (p = 1/n = 1/0,125 = 8 с; число колебаний за время релаксации р ( 20. 

12.2.5. Вынужденные колебания механической системы
Решение уравнения (12.11) может быть представлено суммой:
 –  общего решения однородного уравнения при F(t) = 0;

         –  частного решения неоднородного уравнения при F(t) ( 0.
Выше были рассмотрены свободные затухающие колебания механической системы, математическое описание которых соответствует общему решению дифференциального уравнения (12.11). Частное решение этого уравнения моделирует вынужденные колебания, происходящие в системе с частотой изменения возмущающей силы. Амплитуда колебаний в этом случае существенно зависит от отношения частоты возмущающей силы ( к собственной частоте колебаний k системы. 

С инженерной точки зрения вынужденные колебания представляют наибольший интерес. В результате анализа вынужденных колебаний можно определить уровень динамических нагрузок и значения динамических параметров системы, при которых обеспечивается её удовлетворительная работа. 

Для анализа колебательных процессов в системе (рис. 12.12) исходное уравнение 

                                                    m x +  ( x + сx  = F(t)                                       
приведём к виду, удобному для интегрирования;

                    x  + 2n x + k2 x = fm (t),                      (12.21)        

где 2n = (/m; k2 = c/m; fm (t) = F(t)/m.

Частное решение дифференциального уравнения (12.21) зависит от вида функции fm(t). В случае периодической функции fm (t) её можно разложить в ряд Фурье и представить суммой сил


fm (t) = ½ fm0 + ( (ai cos i(t + bi sin i(t).

В простейшем случае примем закон изменения правой части в виде fm(t) = fmа cos (t, где fmа – амплитудное 

значение. Тогда частное решение (12.21) имеет вид x = xа cos ((t – (), где  xа  – амплитуда колебаний, ( – сдвиг по фазе между возмущающей силой и вызванным ею перемещением массы m (при наличии трения перемещение всегда отстаёт по фазе от силы).
Подставив  перемещение x = xа cos ((t – (), скорость x = – xа( sin ((t – () и ускорение  x = –  xа(2 cos ((t – () в  уравнение (12.21), получим

                   xа (k2 – (2) cos ((t –  () – 2 xа (n sin ((t – () = fm (t).

Разделим на fm, тогда (xа/fm)(k2 – (2) cos ((t – () + 2(xа/fm) (n sin ((t – () =1.

Следовательно,  (xа/fm) (k2 – (2) = cos ((t – ();  2(xа/fm) (n = sin ((t – ().

Соответственно, при t = 0  тангенс угла сдвига фаз между амплитудой колебания и амплитудой внешней силы равен tg ( = – 2 n ( /(k2 – (2).
Используя тождество cos2((t – () + sin2((t – () = 1, получим амплитуду колебаний:
                                                              
 xа =                                        =                                                                                ;      (12.22)

                                                                                             tg ( =                     . 

Заметим, что величина fmа/k2 = Fа/(m(c/m) = Fа/c = хст – есть упругая деформация системы при нагрузке,  равной амплитуде переменной силы. Таким образом, второй сомножитель в (12.22) показывает, во сколько раз амплитуда вынужденных колебаний под действием силы Fа cos (t отличается от упругой деформации системы под действием статической силы Fа. В первом приближении, во столько же раз отличаются напряжения в деталях динамической системе от напряжений при статической нагрузке. 

В качестве характеристики восприимчивости механической системы к действию внешних переменных нагрузок используется коэффициент динамичности системы:


                         Кд = xа/xст=                                               .                         (12.23)  

Зависимость Кд от отношения  (/k представлена на рис. 12.13. Из (12.22) и графиков зависимости (12.23) следует:

– если частота ( изменения внешней силы существенно меньше частоты собственных колебаний k, то амплитуда вынужденных колебаний xа практически равна хст и коэффициент динамичности  Кд близок к 1;
– в случае совпадения частот возмущающей силы ( и собственных колебаний k коэффициент динамичности может быть существенно больше единицы; теоретически при отсутствии трения (демпфирования) он стремится к бесконечности; это явление  называется резонансом механических колебаний; 

– в дорезонансной области ((/k ( 1) сдвиг по фазе между возмущающей силой и перемещением положителен (tg ( ( 0), таким образом, возмущающая сила действует в такт с перемещением; в зарезонансной области  ((/k ( 1) сдвиг по фазе внешней силы и колебания механической системы ( ( 0, таким образом, действуя в противофазе, возмущающая сила препятствует перемещению массы m и при ( (( k амплитуда вынужденных колебаний стремится к нулю.
Наличие трения существенно влияет на амплитуды вынужденных колебаний в области резонанса. Для уменьшения амплитуды вынужденных колебаний в резонансной области следует увеличить потери на трение. Резонанс амплитуд подавляется полностью при n/k = ½; но, в этом случае ( ( (, что на порядок больше значений (, характерных для машин и механизмов.
Явление резонанса характерно для механических систем,  подверженных действию периодических возмущающих сил. В зависимости от собственной частоты колебаний система может оказаться как в дорезонансном, так и зарезонансном состоянии. При широком диапазоне изменения рабочих скоростей агрегата весьма высока вероятность того, что при определённых скоростях система окажется в состоянии резонанса. Это приведёт к нарушению расчётного режима работы технологического оборудования, снижению качества технологического процесса и долговечности самого агрегата.

Снижение коэффициента динамичности может быть достигнуто 

– в дорезонансной области при увеличении частоты собственных колебаний (в результате повышения жёсткости системы или уменьшения её массы);

– в зарезонансной области при уменьшении частоты собственных колебаний (в результате снижения жёсткости системы или увеличения её массы).

Так, если частота возмущающих сил пропорциональна угловой скорости вращения вала агрегата, то, увеличивая жёсткость системы, можно сместить область резонанса в сторону больших скоростей вращения, а уменьшая её жесткость,  – в сторону меньших скоростей вращения. Рациональным подбором жёсткости системы можно добиться того, чтобы резонансную область оказалась вне пределов рабочего диапазона скоростей вращения вала агрегата. Возможность изменения собственных частот за счёт изменения массы колеблющихся частей машин во многих случаях оказывается менее рациональным. 

 Заметим, что при пусках и остановках машин, работающих в зарезонансной области, необходимо обеспечить  ускоренный переход через резонансную область частот.
12.2.6. Векторная диаграмма сил динамической системы

Уравнение, подобное (12.21), может быть использовано при анализе свойств систем различной природы, а не только механических систем. Однако общность математического аппарата обусловливает тот недостаток, что при его использовании не раскрывается специфика данного класса исследуемых объектов. Векторный метод более нагляден и в большей степени отражает специфику механических систем.

Обратимся к равенству (12.10) dА/dx = dАуп/dx + dАин/dx + dАтр/ dx.  Это равенство отражает условие, согласно которому динамическую систему, находящуюся под действием всех сил (в том числе сил трения и инерции), можно анализировать подобно равновесной системе;

                          dА/dx –  (dАуп/dx + dАин/dx + dАтр/ dx) = 0, 

                                  или  F – (Fуп + Fин + Fтр) = 0,

                                  или F – (m x +  ( x + сx) = 0.                                   (12.24)

Последнее выражение после его деления на массу m и есть дифференциальное уравнение (12.21). Равенство (12.24) – это сумма всех сил, действующих на массу m в направлении оси х в любой момент времени. 

Приняв F = Fа sin (t и х = ха sin ((t – (), запишем значение остальных сил;

                                           Fуп  = сха sin ((t – (),

                                           Fвс = (ха ( cos ((t – (),

                                           Fин = – m ха (2 sin ((t – (),

где Fвс – сила вязкого сопротивления.

Круговая частота всех сил, входящих в равенство (12.24), одинакова и равна  (. Следовательно, сумму векторов этих сил можно представить, используя векторную интерпретацию гармонических колебаний (рис. 12.14). 
Пусть вектор сха, равный амплитуде силы упругого деформирования Fуп, направлен вертикально вверх. Тогда вектор (ха (, равный амплитуде силы Fвс, направ-

лен влево; он повёрнут относительно вектора сха на угол (/2 против часовой стрелки (Fвс изменяется по закону cos ((t – ()). Вектор mха(2, равный амплитуде инерционной силы Fин, направлен противоположно вектору силы упругого деформирования сха. 

Сумма всех сил согласно (12.24) равна нулю, поэтому и геометрическая сумма векторов на рис. 12.14 должна быть равна нулю. Следовательно, вектор Fa, равный амплитуде возмущающей силы, направлен под углом ( к оси v.

Рассмотрим, как изменяется соотношение сил, действующих в динамической системе. При низкой частоте возмущающей силы (( ( 0) векторы  (ха ( и mха (2 сил вязкого трения и инерции почти равны нулю. Соответственно, равны нулю  tg ( = – 2 n ( /[k2 (1 – (2/k2)] и угол (. Следовательно, Fa = сха, коэффициент динамичности Кд = 1 и сила, действующая в динамической системе, равна внешней силе.

С увеличением частоты ( возмущающей силы возрастает амплитуда силы вязкого сопротивления (ха(. Соответственно, возрастает угол (, так как должно выполняться условие равновесия действующих сил, а именно (ха( = Fa sin (. При увеличении частоты ( в ещё большей степени возрастает амплитуда силы инерции mха (2. При одном и том же значении амплитуды возмущающей силы Fa сумма проекций векторов сил на вертикальную ось mха (2 + Fa cos ( – сха = 0 только при условии существенного увеличения упругой составляющей сха. Это соответствует увеличению сил, действующих в системе по сравнению с внешней силой, коэффициент динамичности Кд возрастает.

При резонансе угол ( = (/2. Соответственно, амплитуда силы вязкого сопротивления равна амплитуде возмущающей силы  (хар ( = Fa, а амплитуда силы инерции равна амплитуде силы упругого деформирования mхар(2 = схар; здесь хар – амплитуда перемещений при резонансе. Таким образом, получим условия резонанса в виде

                                       хар = Fa/((() и ( = (с/m)1/2 = k.                           (12.26)

Конечно, соотношения (12.26) могут быть получены из (12.22) при ( = (/2. Но анализ диаграммы на рис. 12.14 позволяет сделать вывод, что при резонансе внешняя возмущающая сила полностью компенсируется силами вязкого сопротивления. При этом амплитуда колебаний хар обратно пропорциональна коэффициенту вязкого сопротивления (. При малом демпфировании (( ( 0) амплитуда хар ( ( .

При дальнейшем увеличении частоты ( амплитуда (ха( силы вязкого сопротивления должна бы возрастать, но она не может быть больше амплитуды возмущающей силы Fa. Следовательно, условие (ха( ( Fa при увеличении частоты ( ( k выполняется, если амплитуда колебаний ха уменьшается. Соответственно, уменьшается и амплитуда упругой силы сха. Теперь упругая сила не может уравновесить возрастание силы инерции mха(2 при увеличении частоты в области ( ( k. Равновесие сил достигается, если угол ( ( (/2 и составляющая возмущающей силы Fa cos (( – () в сумме с силой упругого деформирования сха уравновешивает силу инерции mха(2. Соответственно, в этой области отношения частот  (/k коэффициент динамичности уменьшается.

Таким образом, в области малых частот ( возмущающая сила преодолевает в основном силу упругого деформирования.  В области резонанса возмущающая сила компенсируется силой вязкого сопротивления, а в зарезонансной области  – она оказывается в противофазе колебательному движению и уравновешивается силами инерции динамической системы, резко возрастающими при увеличении частоты ( возмущающей силы. (Приложение. Схема 14).

12.2.7. Виброизоляция сооружений

При работе машин циклического действия, а также при работе любых машин из-за неполной уравновешенности вращающихся частей создаются периодические силы (рис. 12.15). Эти силы воздействуют на фундамент, ускоряя разрушение сооружений, ухудшая условия работы людей. 

Значение усилие Fф, передаваемое фундаменту, можно определить из решения дифференциального уравнения движения массы m (12.11 или 12.21). В данном случае усилие Fф равно сумме упругой силы Fуп и силы вязкого сопротивления Fвс. Выше было показано, что сдвиг по фазе между этими силами равен (/2. Поэтому амплитудное значение 

силы, передаваемой фундаменту Fфа, учитывая векторную диаграмму на рис. 12.14, запишем в виде

Fфа = ((сха)2 + ((ха()2  = ха( с2 + ((()2  = ха( с2 + 4m2 n2(2  = с ха( 1 + 4 n2(2/ k4.

Определим коэффициент передачи нагрузки на фундамент как отношение Кпер = Fфа /Fа и, учитывая, что значение амплитуды возмущающей силы равно Fа = схст, получим Кпер = (ха/хст)( 1 + 4 n2(2/ k4. Используя (12.22), запишем формулу для расчёта  коэффициент передачи нагрузки на фундамент в виде


                                  Кпер =                                              .                         (12.27)

Согласно (12.27),  Кпер = 1 при   (/k = 0 и при (/k = ( 2.  Таким образом, амплитуда силы, воздействующей на фундамент в зарезонансной области, меньше амплитуды возмущающей силы при условии |1/ (1– (2/ k2 |( 1, или  (/k ( (2 .
Значение ( обычно является эксплуатационной характеристикой  данной машины. Поэтому эффект виброизоляции достигается за счёт снижения собственной частоты колебаний системы «машина – упругие опоры» в результате уменьшения жёсткости упругих элементов k и (или) увеличения массы m. Для увеличения массы машину устанавливают на тяжёлые плиты (блоки), которые опираются на фундамент через упругие элементы. Примером такого решения может служить установка кузнечных молотов на массивный шабот и деревянную основу в качестве упругого элемента.
Эффект вязкого сопротивления неоднозначен. На фундамент передаётся как усилие упругого деформирования пружин, так и усилие вязкого сопротивления. Поэтому, чем выше потери на трение в упругих элементах, тем меньше эффект виброизоляции в области (/k ( (2. Так, в этой области резина, пробка, дерево в качестве упругих элементов обеспечивают меньший эффект виброизоляции по сравнению со стальными пружинами равной жёсткости. Однако, при пусках и остановках механическая система на рис. 12.15, работающая в зарезонансном режиме,  проходит область резонанса. Подставив в (12.27) (/k = 1, получим, что коэффициент передачи вблизи резонанса равен Кпер (  k /(2n), т.е. практически обратно пропорционален коэффициенту вязкого сопротивления n. Снижение собственной частоты колебаний k механической системы также при-водит к снижению Кпер вблизи резонанса. В результате уменьшается опасность смещения или разрушения фундамента при разгоне и остановке машины.

12.2.8. Амортизация технических объектов

Виброизоляция, как отмечалось выше, обеспечивает снижение воздействия колебаний машин на фундамент и сооружения. Амортизация, напротив, уменьшает вредное влияние колебаний основания на работу машин, приборов, людей. Так, при движении транспортного средства по неровностям пути возникают колебания движущегося транспортного средства, которые могут стать причиной преждевременного разрушения машины, дискомфорта и даже заболевания людей. Часто приходится решать проблему защиты измерительного оборудования от вибраций фундамента, вызываемых работой других машин и транспорта. Рассмотрим влияние вибраций фундамента на технический объект, динамическая схема системы представлена на рис. 12. 16. 

Абсолютное перемещение центра тяжести массы машины обозначим x и примем, что центр масс в данный момент времени смещается вдоль оси x. Вместе с машиной смещается верхний конец пружины; нижний конец пружины, будучи связан с фундаментом, совершает колебательное движение    ( = (а sin (t. В момент времени t  удлинение пружины равно   х – (а sin (t, а сила Fуп = – с(х – (а sin (t).

Скорость относительного перемещения концов пружины будет равна разности ( x – (), а сила вязкого сопротивления Fвс= – (( x – ().
В данном случае уравнение (12.11) запишем в виде


                                    mx + (( x - () + с(x - () = 0.
        или  mx + ( x + сх = с(а sin (t + ((а( cos (t = Fм sin ((t + ().       (12.28)  
Так как сдвиг по фазе между составляющими  с(а sin (t и ((а( cos (t силы Fм sin ((t + () равен (/2, то Fм = ((с(а)2 + (((а()2  = (а(с2 + ((()2 , а tg ( = c/((().

Таким образом, движение фундамента с амплитудой (а эквивалентно действию на массу m силы с амплитудой Fм = (а(с2 + ((()2 = с(а(1 + 4n2(2/ k2.
Разделив уравнение (12.28) на m, приведём его к уравнению вида (12.21), решением которого является (12.22). Согласно (12.22), определим коэффициент передачи нагрузки для случая амортизации объекта как отношение 


            Кпер= ха/(а =                                                     (                              ,


                       Кпер=                                             .                                    (12.29)
Так как (12.29) тождественно (12.27), все выводы, которые были сделаны  на основе анализа зависимости (12.27), могут быть отнесены и к случаю амортизации объекта. 

12.2.9. Уравнение динамики вращательного движения 

Предположим, что все крутящие моменты, действующие в машинном агрегате приведены к валу двигателя. В этом случае сумму элементарных работ можно представить подобно сумме элементарных работ при поступательном движении (12.2), в котором вместо производной по перемещению dх используется производная работы по углу поворота d( :

               d(Адв –  Аим )/d( = dАин/d( + dАтр/d( + dАуп/d(,                       (12.30)

где d(Адв – Аим )/d(  = Т – момент внешних сил, действующих на тело.

Величину dАин/d( определим как производную от кинетической энергии вращающегося тела, момент инерции которого равен J:


   dАин/d( = (J (2/2)/d( = J (( d(/d( = J (d(/dt) (d(/d() = J d(/dt = J (.

В случае машинного агрегата J есть приведенный к валу двигателя момент инерции механической системы.

Производную dАтр/d( определим, считая потери пропорциональны скорости ( = (R: 

                            dАтр = ((R d( и dАnр /d( = (R ( = (к ( .

В случае механического агрегата (к есть приведенный к валу двигателя коэффициент потерь при движении частей агрегата.

Работа упругого деформирования Ауп  = ск(2/2, а  dАуп /d(  = ск( ,

где ск – приведенная жёсткость упругой системы при кручении. 

Выполнив замену составляющих в (12.30) их значениями, получим 


                                            J (  + (к ( + ск ( = Т,                                    (12.31)

где Т = Тд – Тим/iпр; Тд  и Тим – крутящие моменты на валу двигателя и исполнительного механизма; iпр – передаточное отношение привода машинного агрегата.

Математически решение уравнения крутильных колебаний (12.31) аналогично решению уравнения линейных колебаний (12.11). 

Задача 12.14 

При проектировании автомобиля стремятся к тому, чтобы колебательные движения по вертикальному направлению и вращательные движения вокруг оси, проходящей через центр тяжести, были независимы. Иначе неровности полотна дороги вызывают не только вертикальные колебания, но и раскачивание автомобиля. Установить, при каких соотношениях параметров автомобиля эти движения независимы.

Решение: 

В данном случае имеют место два движения автомобиля: поступательное вдоль оси х и вращательное вокруг оси z. Соответственно, можно оставить два уравнения движения:


                                         m х  = (Fxi  и  J( = (M (xi  

При движении автомобиля из-за неровностей дорожного полотна возникает возмущающее воздействие, аналогично рассмотренному в п.12.2.8. Это воздействие эквивалентно действию 

на автомобиль некоторой возмущающей силе Fм sin (t.
При малых перемещениях и углах поворота сила, действующая на корпус со стороны рессоры c1, равна  c1(х – l1(), а сила, действующая со стороны рессоры c2 равна c2(х + l2(). 

Поэтому уравнения движения можно записать в виде:


     m х  = – c1(х – l1() – c2(х + l2() + Fм  sin (t;

     J( =  c1(х – l1() l1– c2(х + l2()l2 + Fм  еsin (t;

                                    или m х  + (c1+ c2)х + l1(c2 l2 – c1l1)(  = Fм sin (t;
       J(  + (c1 l12 + c2l22) ( + (c2 l2 – c1l1)х = Fм е sin (t.

Очевидно, что координаты х и ( независимы друг от друга, если имеет место равенство c2 l2 – c1l1= 0. Так, если для ненагруженного автомобиля  было бы принято c2 = c1 и l2 = l1, то в результате загрузки центр тяжести сместится и, соответственно, l1( l2  и c2 l2 – c1l1 ( 0. Таким образом, условие независимости колебаний будет нарушено. Очевидно, что качество амортизации автомобиля зависит также от положения груза и массы груза. 

12.2.10. Динамическая модель машинного агрегата

Для того, чтобы использовать уравнение (12.31) при анализе динамических характеристик машинного агрегата, необходимо привести параметры движения всех частей машинного агрегата, к одной оси, например к оси двигателя. 
Приведение параметров вращающихся частей к единой оси вращения  выполняется на основе закона сохранения энергии механической системы. 

В результате сделанных выше упрощений и приведения всех параметров к валу двигателя динамическая модель машинного агрегата можно представить 

двумя вращающимися массами, соединёнными муфтой (рис. 12.17):

(им – угол поворота вала исполнительного механизма, приведенный к валу двигателя; 

(д – угол поворота вала двигателя.

Момент инерции Jд движущихся частей агрегата со стороны двигателя и приведенный момент инерции Jим движущихся частей со стороны исполнительного механизма будем считать постоянными, не зависящими от угла поворота. 

Момент Тм, передаваемый муфтой, зависит от относительного угла поворота полумуфт ( и скорости относительного поворота полумуфт (:

Тм = с( + ((,

где с – приведенная жёсткость системы при кручении; 

( – коэффициент потерь на трение в муфте; 

(  = ((д – (им) – угол закручивания муфты.

Мысленно разделим расчётную схему машинного агрегата на две части. Левая часть состоит из двигателя и полумуфты. На левую часть действует момент со стороны двигателя (движущий момент) и момент со стороны муфты (момент сил сопротивления). Для этой части запишем уравнения движения в виде                   

                               Jд ( д = Тд – Тм  = Тд – (с( + ((),                               (12.32, а)

где Тд  – момент, создаваемый двигателем; Тм – момент, передаваемый муфте; Jд  – момент инерции двигателя. 
Правая часть состоит из полумуфты и исполнительного механизма. На правую часть действует момент со стороны муфты (движущий момент) и момент со стороны исполнительного механизма (момент сил сопротивления). 

Для правой части уравнение движения запишем в виде

                              Jим (им = Тм – Тим = (с( + (() – Тим,                         (12.32, б)

где Тим  и  Jим – соответственно, приведенные к валу двигателя момент исполнительного механизма и момент инерции исполнительного механизма.

Для определения частоты собственных колебаний системы достаточно представить систему уравнений (12.32), зависящей от угла ( = ((д – (им) закручивания муфты. Разделим первое уравнение на Jд , а второе – на Jим , затем вычтем из первого второе и получим

                                 ( = Тд /Jд+ Тим /Jим– Тм(1/Jд + 1/Jим).

Далее вместо Тм подставим его значение и получим


  Jд Jим                                                      Jим                 Jд
Jд + Jим                               Jд + Jим          Jд + Jим

Приведём уравнение (12.33) к виду, подобному (12.11) и (12.21):

                                                                             ,                                      (12.34)
12.1. ИНЕРЦИОННОСТЬ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
12.1.1. Обобщение условий равновесия при анализе

                                             динамической системы

Динамика изучает движение тел при их взаимодействии с другими телами. В результате взаимодействия изменяется скорость движения, но из-за инертности тел мгновенное изменение скорости невозможно. Поэтому без учёта инертности не корректными оказываются решения задач пуска и остановок машин, определения мощности, нагрузок, напряжений в деталях машин и механизмов. 

Согласно закону сохранения энергии, для любого механического взаимодействия в любой момент времени имеет место равенство

                              dАдв = dАим + dАп + dАин + dАуп + dАтр,                      (12.1)

где dАдв – элементарная работа двигателя; dАим – элементарная работа, расходуемая исполнительным механизмом; dАтр – элементарная работа, обусловленная потерями на трения;

разность работ dАдв – dАдв – dАтр расходуется на изменение состояния самой механической системы:

dАп – приращение потенциальной энергии системы;

dАин – приращение кинетической энергии системы;

dАуп – приращение энергии упругого деформирования частей системы. 

Соотношение (12.1) запишем в виде 

                dАдв – (dАим + dАп + dАин + dАуп + dАтр) = 0, или (dА = 0.        (12.2) 

Согласно (12.2) сумма всех элементарных работ равна нулю. 

Любая элементарная работа может быть представлена векторным произведением силы и соответствующее перемещение или момента сил на соответствующий угол поворота. Учитывая это, запишем равенство (12.2) в виде

                       (Fk ( ds  +  (mj ( d(  = (Fk(dxk + (mj d(j = 0,                     (12.3)

где dxk – элементарное перемещение по направлению силы Fk;

      d( j– элементарный  поворот по направлению момента mj.
Равенство (12.3) означает, что динамическую систему, находящуюся под действием  сил и моментов сил, обусловленных всеми факторами механического взаимодействия,  можно рассматривать так же, как рассматривалась система, находящаяся в равновесном состоянии. В иной формулировке это суждение можно представить таким образом:

состояние механической системы можно анализировать подобно равновесному, полагая, что сумма элементарных работ всех сил и моментов сил на всех возможных перемещениях равна нулю. 

Очевидно, что согласно (12.2) в сумму элементарных работ входит элементарная работа сил трения, сил инерции, сил упругого деформирования.

В случае твёрдого тела при наличии связей не все из возможных движений реально осуществляются. Так, при движении катка по гладкой поверхности  без скольжения реализуется только вращательное движение. Однако, если движущая сила F превысит силу сцепления (трения покоя), то наряду с вращательным движением окажется возможным поступательное скольжение катка по поверхности. При исследовании движения под действием системы сил неизвестно, какие именно формы движения реализуются в данной ситуации. Поэтому принято обозначать символом dx реальное перемещение, а символом (x – также малое, но возможное (виртуальное) перемещение. Соответственно, для твёрдого тела, находящегося под действием системы сил и моментов сил, условие равновесия записывается в виде 

                 ((А = (Fx( (x + (Fy( (y +.... +  (mx( ((x +... = 0,                    (12.4)               

где (x, (y, ... ((x, ... – возможные (при наличии связей) перемещения и повороты. 
В идеале механизмы с жёсткой кинематической структурой (размеры всех звеньев механизма и связи между ними постоянны) имеют одну, реже две степени свободы. Это означает, что независимых координат обычно одна или две. Так, без учёта зазоров в подвижных соединениях и деформации деталей скорость поступательного перемещения груза подъёмником  однозначно связана со скоростью вращения выходного вала редуктора и скоростью вращения вала двигателя. Тогда для модели подъёмника условие (12.4) может быть записано относительно только одной независимой координаты. Для этого все виды движения частей подъёмника необходимо привести (обобщить) к одной независимой переменной, например, к углу поворота вала электродвигателя. В таком случае угол поворота вала ЭД будем называть обобщённой координатой (через эту координату выражаются все зависимые  от неё координаты движения других частей механизма). Выражение при обобщённой координате в (12.4), полученное после приведения, называется обобщённой силой. 

В научной литературе обобщённые координаты обозначают символом qi, обобщённые силы – символом Qi, а равенство (12.4) представляют в виде 

                                           ((А = (Qi (qi = 0.                                           (12.5)

Так как (qi ( 0, то согласно (12.5), механическую систему можно анализировать подобно равновесной системе, если в каждый момент времени все обобщённые силы (включая силы инерции) равны нулю.

Идея включения сил инерции в уравнение равновесия материальной точки принадлежит французскому учёному Д’Аламберу.
Задача 12.1

Без учёта трения определить момент на валу ЭД подъёмника при подъёме груза весом 

G = 10 кН на тележке по наклонной плоскости со скоростью  ( = 1 м/с, угол наклона плоскости ( = 30(. Частота вращения вала n = 2900 об/мин, 

Решение:

Обозначим угол поворота вала ЭД буквой (, перемещение груза – x. (Отсчёт обобщённых координат производится от положения статического равновесия). Тогда при малых возможных перемещениях (( и (x  зависимость (12.4) запишем в виде 

             ТЭД ((  –  (G sin()(x = 0,

где перемещение (x = R ((/ iпр, 

R – радиус барабана, 

iпр = (эд/(б –  передаточное отношение между валом ЭД и валом барабана подъёмника. Следовательно, Тэд (( – (G sin()R ((/ iпр  = 0; Тэд = G sin( R/ iпр.
Так как (/R = (б = (эд/ iпр, то R/ iпр = (/(эд  и Тэд = G ( sin( /(эд = 16,5 Нм.

В задаче 12.1 в качестве обобщённой координаты принят угол ( поворота вала ЭД; обобщённая сила в этом случае равна ТЭД – (GR sin ()/iпр.

Отметим значение равенств (12.4) и (12.5) для анализа вариантов решения  при проектировании, а именно – не требуется знание устройства механизмов, входящих в состав механической системы. Это существенно упрощает задачу анализа и выбора вариантов  систем на начальном этапе проектирования. 
Задача 12.2

Определить КПД подъёмника по условию задачи 12.1. 

Груз перемещается без тележки, а коэффициент трения f = 0,2. 

Решение:

КПД ( = Ап/Аз = Тэд /Тэд-тр , где Тэд-тр – момент на валу ЭД с учётом потерь на трение;

Тэд – момент на валу ЭД при подъёме груза без учёта потерь на трение. 

При малых возможных перемещениях (( и (x  зависимость (12.4) запишем в виде 

                              Тэд (( – (G sin()(x –  (fG cos()(x = 0.

Тогда Тэд = GR(sin( + f cos()/ iпр = G(sin( + f cos()(/(эд = 22,1 Нм. КПД ( = 0,72.

Задача 12.3

Пусковой момент на валу ЭД подъёмника Тэд = 24 Нм. При номинальной частоте вращения вала n = 2900 об/мин груз G = 10 кН на тележке перемещается вверх по наклонной плоскости со скоростью ( = 1 м/с. Угол наклона плоскости равен ( = 30(. Определить, каким было бы  ускорение тележки с грузом при разгоне без учёта инертности частей привода.

Решение:
При малых возможных перемещениях (( и (x зависимость (12.4) запишем в виде             Тэд (( – (G sin()(x – mx (x = 0.

Перемещение (x = R (((/iпр), где R – радиус барабана, iпр – передаточное отношение между валом ЭД и валом подъёмника. Ускорение груза  x = (R/iпр. 

          Тэд (( – G sin( R ((/ iпр – m (R ( /iпр) (R ((/iпр) = 0; 

                Тэд –  G sin( R/ iпр = ( mR2/iпр2       

Отношение R/iпр= (/(эд =1/ 303,5. Масса m = 1020 кг.

Окончательно получим ( = 677 рад/с2; x = 2,23 м/с2.

При решении задач часто нет необходимости знать законы движения и соответствующие силы; достаточно определить энергию системы, например моделируемой материальной точкой, в начальном и конечном положениях. Если работа расходуется без потерь на изменение кинетической энергии материальной точки, то dА = F( ds = dTк = d(½m(2) = m( ( d(. Величина m( = dTк/d( и  d(m ()/ dt =   m d(/dt = mw = F.
 Следовательно, сила, вызывающая ускорение, равна 


                                                          F =                 . .                                                           (12.6)                   

Предположим, что рассматриваемая система имеет идеальные стационарные связи (нет потерь, нет явной зависимости их свойств от времени). В этом случае кинетическая энергия есть функция только скоростей и перемещений Tк(qi, qi). Если изменение кинетической энергии произошло в результате работы всех сил Qi, следовательно, согласно закону сохранения энергии и определению «силы»                

                                            dАi /dqi = dTк(qi, qi)/d qi = Qi.

                                                                              
Производная сложной функции Tк(qi, qi) есть сумма производных по qi и qi, из которых производная по qi равна (12.6). Следовательно,   

                            dTк(qi, qi)/d qi  =                   –           = Qi .                                           (12.7)                                   

Знак (–) перед вторым слагаемым означает следующее.

Если (Tк/(qi  – отрицательная величина, то изменение энергии в связи с приращением значения координаты qi замедляет движение; в этом случае для движения с ускорением w необходима сила Qi, превышающая значение mw на  величину (Tк/(qi. 

Положительная производная (Tк/(qi соответствует ускорению движения при увеличении значения координаты qi; в этом случае для движения с ускорением w необходима сила Qi, значение которой меньше mw на  величину (Tк/(qi. 
Выражение (12.7) – это система уравнений Лагранжа второго рода, представляющая собой дифференциальные уравнения движения системы МТ в обобщённых координатах. Обобщая (12.7) на некоторую группу МТ, моделирующую движение механической системы, считают, что число уравнений Лагранжа равно числу степеней свободы такой системы. 

Применим уравнение Лагранжа второго рода для определения обобщённой силы, действующей на тело массой m с ускорением w вертикально вверх, от поверхности Земли. Скорость равна wt. Первое слагаемое в (12.7) равно mw. Сила тяжести замедляет движение; поэтому второе слагаемое  в (12.7) равно ((mgH)/(H = – mg. Соответственно, сила, обеспечивающая ускорение движения в поле тяготения при подъёме, равна Q = mw + mg.


Задача 12.4

Через блок перекинут трос, на одном конце которого груз G, на другом груз Q. Определить ускорение движения грузов под действием сил тяжести.

Решение:

Скорость грузов (, кинетическая энергия

(G + Q)( (2/2g. Обобщённая сила равна G – Q. 

Следовательно, согласно (12.7) 

(G + Q)w/g = G – Q и  w = g (G – Q)/ (G + Q).

12.1.2. Момент инерции тел при вращательном движении

В решении задач 12.1 – 12.4 не учитывалась инертность вращающихся частей (барабана, редуктора и ЭД). Работа, затрачиваемая на ускорение вращательного движения, может быть определена через кинетическую энергию вращающейся массы m. Для объёма массой dm, находящегося на расстоянии r от центра вращения, кинетическая энергия равна dm (2/2.  Скорость ( = (r, тогда кинетическая энергия объёма массой dm вращающегося тела равна dm (2r2/2. По аналогии с выражением кинетической энергии объёма массой dm при поступательном движении как функции от (2/2 запишем  выражение для кинетической энергии при вращательном движении как функцию от (2/2; 

                                   dm (2/2 = dm (2r2/2 = dJ (2/2,

где dJ = r2 dm – это мера инерционности во вращательном движении элементарного объёма массой dm, находящегося на расстоянии r от оси вращения.

Интеграл  по объёму тела 

  V
  Jz = ( r2 dm – момент инерции тела относительно оси вращения z.           (12.8)
Моменты инерции тел простой формы

1. Круглый однородный тонкий диск радиуса R постоянной толщины h и плотности ( (рис. 12.1, а). 

Ось вращения проходит центра диска, тогда момент  инерции диска равен

                         R                R
             JСz = ( r2 dm = ( r2((( 2(r(h(dr) = 2( h( R4/4.
                         0                 0

Масса диска m = ( h(R2. Таким образом, момент инерции тонкого однородного диска относительно собственного центра массы (центра тяжести)  равен JСz = mR2/2.
2. Круглое тонкое кольцо радиуса R постоянной ширины b и толщины h (рис. 12.1, б).
                               R                 R
Интеграл  JСz = ( r 2 dm = ( r 2((( 2(r(h(dr) = 2( h( [R4 – (R – b)4]/4
                        R – b           R – b

Масса кольца равна m = ( h( [R2 – (R – b)2].

Следовательно, момент инерции кольца равен JСz = m [R2 + (R – b)2] /2 и для очень узкого кольца при b (( R момент инерции JСz = mR2.

3. Тонкий однородный стержень сечением s и длиной l   

3.1. Пусть ось вращения z проходит через центр тяжести (рис. 12.1, в).

                            l/2                  l/2
Интеграл JСz = ( x2 dm =  ( x 2(s dx = ( s l3/12, где s – площадь поперечного 

                                    – l/2              – l/2                                                          сечения стержня.
Масса стержня равна m = (s l. Следовательно, JСz = ml2/12.
3.2. Ось вращения z проходит через один из концов стержня (рис. 12.1, г).
                             l                   l
Интеграл Jz = ( x2 dm =  ( x2(s dx = (s l3/3, т.е. в 4 раза больше  JСz.
                            0                   0
Момент инерции тела относительно произвольной оси вращения

Момент инерции тела Jz  относительно оси вращения, смещённой на расстояние с относительно центра масс тела,  запишем в виде

                          V                V                         V                     V                 V
                    Jz = ( rz2 dm = ( (r + c)2 dm = ( r2 dm + 2c ( r dm + c2 ( dm.
                                         V                                                                            V
Интеграл по объёму ( dm = m, где m – масса тела. Интеграл  ( rdm= 0 равен нулю относительно оси, проходящей через центр тяжести (центр масс). 

Следовательно, если известен момент инерции тела JСz = ( r2dm относительно оси, проходящей через центр тяжести тела, то момент инерции относительно параллельной ей оси на расстоянии с от центра тяжести равен

                                        Jz = JСz  + c2 m.                                                 (12.9)

Задача 12.5

Используя формулу (12.9), определить момент инерции тонкого стержня длиной l и постоянной площади сечения s. Ось вращения проходит через один из концов стрежня.

Решение:

Момент инерции стержня относительно оси, проходящей через центр тяжести, равен

 JСz = m l 2/12. Момент инерции относительно оси, проходящей от центра тяжести на расстоянии l/2, равен Jz = JСz  + c2m =  m l 2/12 + m l 2/4 = m l 2/3.

Согласно (12.9) из всех осей данного направления наименьшее значение имеет момент инерции относительно оси, проходящей через центр тяжести тела. 

Совместим начало ортогональной системы координат с центром тяжести тела. Используя формулу (12.8), можно определить моменты инерции тела Jx, Jy и Jz относительно каждой из трёх осей координат. Мысленно поворачивая тело поочерёдно относительно каждой из координатных осей, можно заметить, что в некоторых положениях значения моментов инерции достигают экстремальных значений. Оси, относительно которых один из моментов инерции тела достигает наибольшего значения (из всех возможных при любых поворотах), а другие   –  наименьших значений, называют главными осями инерции тела. Очевидно, что для тела с центром симметрии (шар, полый шар) все оси главные. Ось симметрии тела (цилиндра, прямоугольного параллелепипеда и т.п.) также является главной осью.

Если главная ось инерции (ГОИ) детали, например, ротора турбины, смещена параллельно оси вращения (рис.12.2, а), то на ротор действуют центростремитель-ная сила, равная С( = m(2 (c (m – масса ротора, (c – смещение главной оси инерции ротора 

относительно оси вращения). Сила С( воспринимается опорами ротора и передаётся фундаменту машины. Заметим, что вектор силы С( по отношению к неподвижным опорам и фундаменту вращается с частотой (. Возникают колебания машины и фундамента. Очевидно, для уравновешивания ротора, необходимо обеспечить (c = 0. Такое уравновешивание называется статическим и может быть выпол-нено при невращающемся роторе.

На рис.12.2, б показана схема сил инерции, действующих при вращении на статически уравновешенный ротор. При этом главная ось инерции может не совпадать с осью вращения, образуя с ней некоторый угол (. Центростремительные силы С(, действующие на правую часть и левую части ротора, противоположно направлены и создают момент сил. Этот момент сил передаётся на опоры ротора, возбуждая колебания машины и фундамента. Для уравновешивания ротора необходимо обеспечить ( = 0. Такое уравно-вешивание возможно только при вращении ротора и поэтому называется динамическим. По данным измерения колебаний машины определяют,  в какой месте ротора необходимо установить противовес или удалить часть материала ротора. 

Учитывая некоторое различие плотности и других свойств литого материала, слитки для поковок роторов паровых турбин изготавливают в форме тел с осевой симметрией относительно продольной оси, с которой должна будет совпадать ось вращения ротора. 
Задача 12.6

Определить ускорение тележки с грузом по условию задачи 12.4. 

Момент инерции ротора электродвигателя равен Jэд = 0,03 кгм2. Масса барабана mб  =   = 200 кг, а радиус R = 0,2 м.

Решение: 

При возможных перемещениях (( и (x  зависимость (12.5) и запишем в виде 

                       Тэд ((  – (G sin() (x – mx (x– Jб (б (( б – Jэд ( (( = 0,

где (x = R (( /iпр, а iпр – передаточное отношение между валами ЭД и подъёмника. 

Соответственно, ускорение x = R ( /iпр; угол поворота барабана (( б = ((/ iпр; 

угловое ускорение барабана ( б=  ( /iпр. Тогда

                           Тэд – G sin( R /iпр  – ( mR2/iпр2  – ( Jб /iпр2 – ( Jэд = 0,

                     ( = (ТЭД – G sin( R /iпр)/ (m R2/ i2пр+ Jб/iпр2 + Jэд).

Момент инерции барабана определим, полагая, что масса барабана сосредоточена на радиусе R. Тогда Jб = m R2 = 200( 0,22 = 8 кг( м 2. Передаточное число iпр = ( R/( = 60,7.

Угловое ускорение ротора электродвигателя

                      ( = (24 – 16,5)/ (0,011 + 0,002 + 0,03) = 174 рад/с2.

 Ускорение тележки с грузом x = 0,573 м/с2, почти в 4 раза меньше, чем расчётное ускорение без учёта инертности двигателя и барабана (задача 12.3).

В задаче 12.6 сомножитель при угловом ускорении представляет собой момент инерции системы, приведенный к оси электродвигателя. Очевидно,

для получения приведенного момента инерции деталей, установленных на тихоходном валу, к оси более быстроходного вала следует уменьшить его значение в i 2  раза, где i – передаточное отношение между этими валами.

12.2. КОЛЕБАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
12.2.1. Уравнение динамики поступательного движения

Предположим, что все движущиеся части механизма на рис.12.3 совершают только поступательное движение по направлению оси x. 

Примером такого технического объекта может служить поршень гидравлического или пневматического привода. 

Силы трения Fтр1 и Fтр2 направлены против движения поршня. На участке АВ шток деформируется под действием силы Fим + Fтр2, а на участке ВС –  под действием силы Fим. 

Очевидно, из-за разности  деформаций  перемещение поршня x1 не равно перемещению штока x3. 

Таким образом, даже в случае поступательного движения вдоль одной оси х математическая модель простейшей механической системы должна была бы содержать не одну, а несколько координат перемещений, скоростей и ускорений. Упростим модель на рис. 12.3, заменим её моделью, в которой материальная точка массой m имеет одну степень свободы (рис. 12.4).
Жёсткость упругой связи массы m с неподвижным основанием равна с (рис. 12.4). Тело движется в среде с трением. Сила F, создаваемая «двигателем», направлена вдоль оси x.  

В равенстве (12.2) разность dАдв – dАим обозначим символом dА и продифференцируем это равенство;

                        dА/dx = dАуп/dx + dАин/dx + dАтр/ dx.                                                 (12.10)                                                                                                                                                                                                                
Работа, затрачиваемая на ускорение движения материальной точки, может быть определена через кинетическую энергию Аин = Тк = m(2/2 поступательно движущейся массы m. Производная dТк/dx  =  mx .         

Работа упругого деформирования Ауп = сx2/2, а  dАуп /dx  = Fуп = сx. 

Примем, что сила трения пропорциональная скорости x, коэффициент пропорциональности  –  (. Тогда d Атр /dx  = Fтр = ( x .
В равенстве (12.10) каждую производную элементарных работ по x заменим соответствующей силой. В результате принятых упрощений получим уравнение движения в виде

                                                 m x +  ( x + сx  = F(t).                                       (12.11)                                  

Уравнение (12.11) представляет поступательное движения механизма или его части, моделируемого материальной точкой. В состав (12.11) входят инерционный, диссипативный (характеризующий рассеивание энергии) и упругий параметр. Ускорение x в составе инерционного члена уравнения  всегда определяется отношению неподвижной системе отсчёта. Скорость x и перемещение х в составе соответственно диссипативного и упругого компонент уравнения определяются в относительном движении. 
12.2.2. Кинематика и векторная интерпретация 

колебательных процессов 
В случае F(t) = 0 уравнение (12.11) – это уравнение колебаний тела, моделируемого материальной точкой.

Колебанием называют движения или процессы, обладающие той или иной степенью повторяемости во времени (рис.12.5, а).

Колебания свойственны реальным объектам от атомов до галактик, включая процессы в живых организмах. Для исследования колебаний различной природы создан математический аппарат, общий для разных объектов. Простейший вид периодического движения –  гармоническое движение (рис. 12.5, б), для которого связь между перемещением х и временем t, записывается в форме                                    

                                                    x = xa sin (t,                                          (12.12)

где  xa – амплитуда колебаний; ( – круговая (циклическая, угловая) частота колебаний.        

Период колебаний Т – наименьший промежуток времени, по истечении которого повторяются значения физических величин, характеризующих колебательное движение; это – продолжительность одного полного колебания. 

Величина f = 1/T, обратная периоду колебаний, называется частотой колебаний; измеряется числом колебаний в секунду. Единица частоты колебаний – герц.  

Между величинами f, ( и T имеются следующие соотношения:

                       

                                    T =         ;  f  =         1/c.


Скорость х = dx/dt = xa( cos (t и ускорение гармонического движения        х = d2x/dt2 = – xa(2 sin (t также являются гармоническими функциями. Амплитуда скорости зависит от круговой частоты ( в первой степени, а амплитуда ускорения – во второй степени.
На рис. 12.6 представлены графики двух колебательных движений с одинаковой круговой частотой (, описываемых уравнениями:

                    x1 = a sin (t,

                    x2 = b sin ((t + ().

Как следует из рисунка, максимального значения колебания x1 и x2 достигают не в один и тот же момент, в через (/( секунд одно после другого. Величину (  называют сдвигом по фазе, или начальным фазовым углом.

Гармоническое колебание можно представить графически с помощью вращающегося вектора, численно равного амплитуде колебания (рис. 12.7). 

Пусть некоторый вектор а вращается против часовой стрелки с постоянной круговой скоростью (. 

Отчёт времени начат от того момента, когда вектор был направлен горизонтально. 

Тогда в момент времени t ( 0 проекции вектора на координатные оси равны: 0А = а cos (t и 0B = a sin (t. Первая из этих проекций может служить иллюстрацией гармонического движения вдоль оси v, вторая –  вдоль оси u. 

В графической интерпретации гармонического колебания величина ( является угловой скоростью вращения вектора. Заметим, что силы, входящие в состав уравнения (12.11), при x = xa sin (t являются гармоническими функциями одной и той же угловой частоты (: инерционная сила mх = – mxa(2 sin (t, диссипативная сила (х = (xa( cos (t, упругая сила сх = с xasin (t. 

В графической интерпретации эти силы можно представить как систему векторов, вращающихся с угловой скоростью (, но смещённых друг относительно друга по фазе (рис.12.8). Относительно вектора силы сxasin (t вектор силы (xa( cos (t повёрнут на угол (/2, а вектор силы (– mxa(2 sin (t) – на угол (.

Используя векторную диаграмму на рис.12.8, можно для любого момента времени определить амплитуду силы, действующей на тело и фазовый угол, выполнив

геометрическое суммирование этих сил (см. задачу 12.7) 

Задача 12.7
Используя  векторный метод, определить амплитуду перемещений при суперпозиции (наложении) двух колебаний x1 = a sin (t и x2 = b cos (t, а также сдвиг по фазе относительно колебания x1.

Решение:

Представим векторную диаграмму колебаний x1 и x2: колебанию x1 соответствует вращающийся вектор a, а колебанию x2  – вектор b; сдвиг по фазе вектор b относительно вектора а равен (/2. 

Согласно рисунку, абсолютное значение суммы векторов a + b равно (а2 + b2; а сдвиг

 по фазе ( = arc tg b/a. Уравнение результирующего гармонического колебания имеет вид      х = (а2 + b2 ( sin ((t + ().
12.2.3. Свободные колебания без затухания

Свободные колебания без затухания моделируют движение системы при отсутствии внешних сил и потерь на трение. В этом случае в (12.2) F(t) = 0 и     ( = 0, и уравнение имеет вид

                                                                     mx + cx = 0.                        (12.13)

Согласно принятым условиям и ограничениям, структурная модель динамической системы (рис. 12.4) упрощается и состоит только из двух элементов: тела массы m (далее – груз) и упругого элемента (далее – пружины) жёсткостью с (рис. 12.9). Статическому равновесному состоянию соответствует положение 0-0 массы  m.

Из теории дифференциальных уравнений известно, что общим решением уравнения (12.13) является функция вида

                                  x = C1 sin kt + C2 cos kt,                                           (12.14)

где k2 = c/m, или k = (c/m; C1 и C2  – произвольные постоянные; определяются, исходя из условий начального состояния механической системы.

Конкретное решение (12.14) зависит от начальных условий. Так, если в момент времени t = 0 значения х = 0 и х = 0, то C1 = C2  = 0 и решение (12.14) соответствует состоянию покоя массы m.  Примем далее, что в начальный момент времени t = 0 груз выведен из положения статического равновесия в положение х = х0 и отпущен при скорости х0 = 0. Учитывая указанные начальные условия, согласно (12.14) получим

при t = 0   х = C1 sin kt + C2 cos kt  = х0 , т.е. х0 = C1(0 + C2(1, или C2 = х0;

при t = 0   x = kC1 cos kt – k C2 sin kt = 0, т.е. 0 = kC1(1 – k C2(0, или C1 = 0.

Подставив в (12.14) значения постоянных интегрирования  C1 = 0 и C2 = х0, получим уравнение движения груза в форме

                                             x = х0 cos kt.                                                    (12.15)
Уравнение (12.15) – это уравнение незатухающих колебаний массы  m с амплитудой, равной х0, угловой частотой k и периодом колебаний Т = 2(/k. Величину  k = (с/m  принято называть собственной частотой колебаний, или частотой свободных колебаний. 

Под действием пружины груз перемещается к положению 0-0 статического равновесия и к моменту перехода через это положение приобретает максимальную скорость, значение которой можно определить, дифференцируя (12.15) или используя закон сохранения энергии в механической системе. В положении  х0 упругая энергия пружины  максимальна и равна                     , напротив, кинетическая энергия Тк = ½ mx2 достигает максимального значения в момент перехода груза через положение 0-0. Приравняв максимальные значения потенциальной (упругой) и кинетической энергий системы, получим хmax = kх0. Таким образом, свободные колебания без потерь на трение моделируют (представляют) периодический и незатухающий процесс взаимного перехода потенциальной энергии упругого элемента и кинетической энергии инерционного элемента. 

Собственная частота колебаний определяется как массой m, так и жёсткостью с упругой системы. Упругая система может состоять из нескольких упругих элементов (пружин). Рассмотрим различные способы соединения двух пружин с жёсткостью с1 и с2, моделирующие часто встречающиеся на практике варианты конструкций составных упругих элементов (рис. 12.10).


Напомним, что жесткость механической системы с = F/x, где F – сила, х – деформация под действием силы F. Мысленно приложим к массе m некоторую силу F в направлении оси х. Эта сила уравновешена силой Fуп1 и Fуп2 упругого деформирования пружин. Тогда для приведенных на рис. 12.10 вариантов соединения пружин запишем очевидные равенства:

для а и б –  F = Fуп1 + Fуп2 = (с1 + с2) х = сх; тогда с = с1 + с2;

для в –  F = Fуп1= Fуп2 и  х = х1 + х2 = F/с1 + F/с2 = F/с; 

                                                 тогда 1/с =1/с1 + 1/с2 и с = F/х =                  .

Соответственно, собственная круговая частота колебаний для схемы соединения пружин 

на рис. 12.10, а и рис. 12. 10, в равна k =                ;


на рис. 12.10, б равна k =                             .

Задача 12.8

Определить собственную круговую частоту колебаний системы на рисунке, если масса m = 60 кг, жёсткость пружин c1 = c2 =  104 Н/м, жёсткость пружин c3 = c4 = 2 (104 Нм.

Решение:
Данную схему соединения пружин можно представить как комбинацию схемы на рис. 12.9, б и схемы на рис. 12,9, а.   

Жёсткость двух пар параллельно соединённых пружин равна 

c1+2  = c1 + c2 =  2 (104 Н/м и c3+ 4 = c3 + c4 = 4(104 Н/м.

Жёсткость последовательного соединения пружин двух пар пружин равна  с = c1+2  + c3+ 4 = 6(104 Н/м. 

Собственная круговая частота колебаний k = (с/m)1/2 = 31,6 рад/с; 

период колебаний Т = 0,2 с; частота колебаний f = 5 гц. 
Задача 12.9

Определить собственную частоту колебаний системы, состоящей из деревянной балки на двух опорах с грузом массой m  в средней части. Длина балки  l = 5 м, модуль упругости  Е = 1,5(104 МПа. Поперечное сечение балки – квадрат со стороной а = 30 см. Вес груза          Q  = 1000 кГс. Массой балки пренебречь.

Решение:

Прогиб балки y = Ql 3/(48EJz ), тогда с = Q/y = 48EJz/l 3, Jz = а4/12 = 6,75(10-4 м4.
Круговая частота колебаний k = (с/m)½ = [48( 1,5(104(106( 6,75(10-4/(1000(53)] ½  = 62 рад/с. 

Частота колебаний f = k/(2() ( 10 гц. 

Задача 12.10

Определить собственную частоту колебаний двух масс, связанных пружиной.

Решение:
Мысленно разобьём систему на две части, заменив пружину её действием Fпр на массу m1 и  m2. Составим уравнения движения каждой массы под действием внешних сил F1 и F2 и силы Fпр:

      m1x1 = F1 – c( x1 – x2);  m2x2 = c( x1– x2) – F2, 

где  x1 и x2 – перемещения в неподвижной системе координат.  
Разделим первое уравнение на m1, а второе – на m2 , вычтем из первого уравнения второе и обозначим x =  x1 – x2.

В результате получим уравнение движения масс друг относительно друга:                  

          x = F1 / m1 + F2/ m2 – c x (1/ m1 + 1/ m2), или x +  c x (1/ m1 + 1/ m2) = F1 / m1 + F2/ m2.
Сомножитель перед х  и есть k2 . Таким образом,  k2 = c(1/ m1 + 1/ m2).

Задача 12.11

Определить собственную частоту, период и число колебаний в секунду  груза массой  m = 3000 кг, установленного на пружинной рессоре. Жёсткость пружины с =  G r4/ (4R3z), где диаметр стержня пружины 2r = 40 мм, радиус пружины R = 80 мм, число витков z = 8, модуль сдвига G = 0,8 (105 МПа. 
Решение:

Жёсткость пружины с = 0,8 (1011( 0,02 4/ (4( 0,083 ( 8) = 7,8( 10 5 Н/м. При n = 0 собственная круговая частота k = (c/m)1/2 = (7,8( 10 5/ 3000)1/2  = 16 рад/с; период свободных колебаний без трения Т = 2(/ k = 0,39 с; число колебаний в секунду (частота) f  =  1/ Т =  2,56 1/с (герц).

Задача 12.12

Определить параметры колебаний груза по данным задачи 12.10, если груз опускается на пружину до соприкосновения с ней со скоростью х0 ( 0, а затем отпускается. 
Решение:

После того, как при медленном опускании груз соприкоснулся с пружиной, он больше  не поддерживается тросом и, опускаясь, сжимает пружину на некоторую величину (. При этом работа силы тяжести равна упругой энергии сжатой пружины, т.е. mg( = ½ c(2. Следовательно, ( = 2 mg/c. Это в два раза больше, чем сжатие пружины при статическом приложении нагрузки, равной весу груза: (ст = mg/c. Величина (ст  соответствует равновесному положению груза, а величина (/2 равна амплитуде колебаний груза при начальных условиях         х0 = 0 и х0 = (ст = mg/с. Значение (ст = 3000( 9,81/(7,8( 10 5) = 0,038 м = 38 мм, а закон движения при данных начальных условиях  x = 0,038 cos 16t.
Опускание груза на ненагруженную пружину до момента соприкосновения даже при скорости, практически равной нулю, вызывает двойную перегрузку пружины по сравнению со статической нагрузкой весом этого груза.

12.2.4. Свободные колебания с потерей энергии, 

        пропорциональной скорости

При отсутствии потерь свободные колебания не затухают. 

Для исследования движения механической системы при F(t) = 0 и наличии потерь энергии, пропорциональных скорости, преобразуем уравнение (12.11)  к виду, удобному для интегрирования, разделив на m;

                            x + 2n x + k2x  = 0,  где 2n = (/ m; k2 = c/m.               (12.16)

Решение уравнения (12.16) имеет вид x = Ce zt, где t – время, а z – неизвестная величина. В результате подстановки x = Ce zt в (12.16) получим характеристическое уравнение z2 + 2nz + k2= 0, корни которого


                                           z1,2 = –  n ( ( n2 – k2.

Если трение очень велико, т.е. n ( k, то  x = C1e – nt. В том случае, когда первоначально система была выведена из равновесия (при t = 0 значение  x0 ( 0), данное решение соответствует монотонному без колебаний перемещению к положению равновесия.
Обычно для реальных систем n ( k. Запишем решение характеристического уравнения в виде  z1,2 = – n ( i ( k2–  n2 = –  n ( i k1.
Тогда  x1= e – nt e i k  t и  x2 = e – nt e – i k  t.  Линейная комбинация этих решений даёт общее решения однородного уравнения в виде

                             x = e – nt (C1 cos k1t + C2 sin k1t ).                              (12.17)

При отсутствии демпфирования (n = 0) уравнение (12.17) переходит в (12.14), соответствующее свободным незатухающим колебаниям. 
Обычно, постоянная интегрирования C1 находится из (12.17) при t = 0 и     x = х0; а постоянная C2 после дифференцирования (12.17) – при t = 0 и x = х0 .

Для этих начальных условий C1 = x0; C2 = (x0 + nx0)/k1. Тогда уравнение (12.17) можно представить в виде

                              x = e – nt [x0 cos k1t +              sin k1t ].                        (12.18)

Выражение в квадратных скобках – это сумма двух гармонических колебаний одной и той же круговой частоты. Следовательно, можно применить  векторный метод сложения гармонических колебаний и записать (12.18) в виде уравнения затухающих свободных колебаний       

                                   x = e – nt(А sin (k1t + (),


где А =     x0  + [              / k1]2 ; tg ( =               . 
Из (12.19) следует, что перемещение происходит с убывающей во времени амплитудой и с периодом колебаний Т1= 2(/k1, несколько большим, чем при отсутствии демпфирования. Однако это различие незначительно.   
Затухание амплитуды свободных колебаний происходит по экспоненциальному закону e – nt (рис. 12.11). Темп снижения амплитуды затухающих свободных колебаний тем выше, чем больше значение n (или коэффициента вязкого сопротивления   ( = 2nm).  

Отношение двух значений амплитуд, отстоящих друг от друга на период, называется фактором затухания колебаний    ( = Аi /Аi+1 = e – nt/e – n(t +Т ) = е nТ.
Натуральный логарифм фактора затухания называется логарифмическим декрементом затухания колебаний:
        ( = ln ( = nТ1 = ln Аi /Аi+1.         (12.20)

В механических системах  (  обычно находится в пределах 0,02 ( ( ( 0,3. 

Соотношение (12.20) можно использовать для экспериментального определения значения n. Для этого достаточно определить период колебаний и отношение амплитуд колебаний за один период. 

Каков физический смысл логарифмического декремента затухания колебаний? Пусть амплитуда через  m полных колебаний уменьшилась в e раз. Число е – основание натурального логарифма. Определим, через какое число р периодов колебаний отношение амплитуд уменьшится в е раз:

                                      Ai/Ai+m= е - nt/ е – n (t + Т р) = e. 

Очевидно, что е nТ р = e, или nТ1 р = 1. Следовательно,  р = 1/(nТ1) = 1/(.
Таким образом, величина, обратная логарифмическому декременту затухания  р = 1/(, показывает, сколько полных колебаний совершает система при уменьшении амплитуда в e раз. 

Промежуток времени  (p = Т1 р = 1/n, за который амплитуда колебаний уменьшается в e раз, называется временем релаксации. 
Заметим, что необратимые потери энергии при колебаниях могут быть обусловлены как внешним, но и внутренним (в материалах) трением. Поэтому логарифмический декремент затухания колебаний и время релаксации используются для оценки структурных изменений при различных технологических процессах (термической обработке, обработке давлением и т.п.).

Отметим, что в реальных механических системах всякого рода возмущения (сброс или внезапное увеличение нагрузки, остановки и пуски и т.п.) приводят к возникновению колебательных процессов, подобных представленному на рис. 12.11. Как результат, снижается качество технологического процесса, ускоряется процесс накопления опасных усталостных повреждений в элементах конструкции. В таких случаях повышенное демпфирование, приводящее к более быстрому затуханию колебательных процессов, оказывается эффективным средством повышения качества функционирования и долговечности машин.

Определим период собственных колебаний при наличии трения: 


         Т1= 2(/ k1 = 2(/ ( k2 – n2 = (2(/k ) / ( 1 – (n/k)2 = Т / ( 1 – (n/k)2.

Выполнив замену  n = (/ Т1 и  k = T / 2(,  получим 

   (Т1/ Т)2 = 1 /{1 – [((/ Т1)/ (2(/T)] 2}, или (Т1/ Т)2 = 1+ ((/2()2.

В механических системах период свободных колебаний (и частота) при наличии трения отличаются от периода колебаний с трением незначительно. Так, при  ( = 0,3 отношение     Т1/ Т = 1,0011.
Задача 12.13

Определить логарифмический декремент затухания колебаний (, коэффициент ( и время релаксации (p по условиям задачи (12.11), если отношение амплитуд  Аi / Аi + 1 = 1,05. 

Решение:

Логарифмический декремент затухания колебаний 

( = ln Аi / Аi + 1 = 0,049.

Коэффициент ( = 2mn, n ( ( /Т = 0,0498/0,39 = 0,125 и 

( = 2( 3000( 0,125 = 750 Нс/м.
Время релаксации (p = 1/n = 1/0,125 = 8 с; число колебаний за время релаксации р ( 20. 

12.2.5. Вынужденные колебания механической системы
Решение уравнения (12.11) может быть представлено суммой:
 –  общего решения однородного уравнения при F(t) = 0;

         –  частного решения неоднородного уравнения при F(t) ( 0.
Выше были рассмотрены свободные затухающие колебания механической системы, математическое описание которых соответствует общему решению дифференциального уравнения (12.11). Частное решение этого уравнения моделирует вынужденные колебания, происходящие в системе с частотой изменения возмущающей силы. Амплитуда колебаний в этом случае существенно зависит от отношения частоты возмущающей силы ( к собственной частоте колебаний k системы. 

С инженерной точки зрения вынужденные колебания представляют наибольший интерес. В результате анализа вынужденных колебаний можно определить уровень динамических нагрузок и значения динамических параметров системы, при которых обеспечивается её удовлетворительная работа. 

Для анализа колебательных процессов в системе (рис. 12.12) исходное уравнение 

                                                    m x +  ( x + сx  = F(t)                                       
приведём к виду, удобному для интегрирования;

                    x  + 2n x + k2 x = fm (t),                      (12.21)        

где 2n = (/m; k2 = c/m; fm (t) = F(t)/m.

Частное решение дифференциального уравнения (12.21) зависит от вида функции fm(t). В случае периодической функции fm (t) её можно разложить в ряд Фурье и представить суммой сил


fm (t) = ½ fm0 + ( (ai cos i(t + bi sin i(t).

В простейшем случае примем закон изменения правой части в виде fm(t) = fmа cos (t, где fmа – амплитудное 

значение. Тогда частное решение (12.21) имеет вид x = xа cos ((t – (), где  xа  – амплитуда колебаний, ( – сдвиг по фазе между возмущающей силой и вызванным ею перемещением массы m (при наличии трения перемещение всегда отстаёт по фазе от силы).
Подставив  перемещение x = xа cos ((t – (), скорость x = – xа( sin ((t – () и ускорение  x = –  xа(2 cos ((t – () в  уравнение (12.21), получим

                   xа (k2 – (2) cos ((t –  () – 2 xа (n sin ((t – () = fm (t).

Разделим на fm, тогда (xа/fm)(k2 – (2) cos ((t – () + 2(xа/fm) (n sin ((t – () =1.

Следовательно,  (xа/fm) (k2 – (2) = cos ((t – ();  2(xа/fm) (n = sin ((t – ().

Соответственно, при t = 0  тангенс угла сдвига фаз между амплитудой колебания и амплитудой внешней силы равен tg ( = – 2 n ( /(k2 – (2).
Используя тождество cos2((t – () + sin2((t – () = 1, получим амплитуду колебаний:
                                                              
 xа =                                        =                                                                                ;      (12.22)

                        

                                                                                             tg ( =                     . 

Заметим, что величина fmа/k2 = Fа/(m(c/m) = Fа/c = хст – есть упругая деформация системы при нагрузке,  равной амплитуде переменной силы. Таким образом, второй сомножитель в (12.22) показывает, во сколько раз амплитуда вынужденных колебаний под действием силы Fа cos (t отличается от упругой деформации системы под действием статической силы Fа. В первом приближении, во столько же раз отличаются напряжения в деталях динамической системе от напряжений при статической нагрузке. 

В качестве характеристики восприимчивости механической системы к действию внешних переменных нагрузок используется коэффициент динамичности системы:
                         Кд = xа/xст=                                               .                         (12.23)  

Зависимость Кд от отношения  (/k представлена на рис. 12.13. Из (12.22) и графиков зависимости (12.23) следует:

– если частота ( изменения внешней силы существенно меньше частоты собственных колебаний k, то амплитуда вынужденных колебаний xа практически равна хст и коэффициент динамичности  Кд близок к 1;
– в случае совпадения частот возмущающей силы ( и собственных колебаний k коэффициент динамичности может быть существенно больше единицы; теоретически при отсутствии трения (демпфирования) он стремится к бесконечности; это явление  называется резонансом механических колебаний; 

– в дорезонансной области ((/k ( 1) сдвиг по фазе между возмущающей силой и перемещением положителен (tg ( ( 0), таким образом, возмущающая сила действует в такт с перемещением; в зарезонансной области  ((/k ( 1) сдвиг по фазе внешней силы и колебания механической системы ( ( 0, таким образом, действуя в противофазе, возмущающая сила препятствует перемещению массы m и при ( (( k амплитуда вынужденных колебаний стремится к нулю.
Наличие трения существенно влияет на амплитуды вынужденных колебаний в области резонанса. Для уменьшения амплитуды вынужденных колебаний в резонансной области следует увеличить потери на трение. Резонанс амплитуд подавляется полностью при n/k = ½; но, в этом случае ( ( (, что на порядок больше значений (, характерных для машин и механизмов.
Явление резонанса характерно для механических систем,  подверженных действию периодических возмущающих сил. В зависимости от собственной частоты колебаний система может оказаться как в дорезонансном, так и зарезонансном состоянии. При широком диапазоне изменения рабочих скоростей агрегата весьма высока вероятность того, что при определённых скоростях система окажется в состоянии резонанса. Это приведёт к нарушению расчётного режима работы технологического оборудования, снижению качества технологического процесса и долговечности самого агрегата.

Снижение коэффициента динамичности может быть достигнуто 

– в дорезонансной области при увеличении частоты собственных колебаний (в результате повышения жёсткости системы или уменьшения её массы);

– в зарезонансной области при уменьшении частоты собственных колебаний (в результате снижения жёсткости системы или увеличения её массы).

Так, если частота возмущающих сил пропорциональна угловой скорости вращения вала агрегата, то, увеличивая жёсткость системы, можно сместить область резонанса в сторону больших скоростей вращения, а уменьшая её жесткость,  – в сторону меньших скоростей вращения. Рациональным подбором жёсткости системы можно добиться того, чтобы резонансную область оказалась вне пределов рабочего диапазона скоростей вращения вала агрегата. Возможность изменения собственных частот за счёт изменения массы колеблющихся частей машин во многих случаях оказывается менее рациональным. 

 Заметим, что при пусках и остановках машин, работающих в зарезонансной области, необходимо обеспечить  ускоренный переход через резонансную область частот.
12.2.6. Векторная диаграмма сил динамической системы

Уравнение, подобное (12.21), может быть использовано при анализе свойств систем различной природы, а не только механических систем. Однако общность математического аппарата обусловливает тот недостаток, что при его использовании не раскрывается специфика данного класса исследуемых объектов. Векторный метод более нагляден и в большей степени отражает специфику механических систем.

Обратимся к равенству (12.10) dА/dx = dАуп/dx + dАин/dx + dАтр/ dx.  Это равенство отражает условие, согласно которому динамическую систему, находящуюся под действием всех сил (в том числе сил трения и инерции), можно анализировать подобно равновесной системе;

                          dА/dx –  (dАуп/dx + dАин/dx + dАтр/ dx) = 0, 

                                  или  F – (Fуп + Fин + Fтр) = 0,

                                  или F – (m x +  ( x + сx) = 0.                                   (12.24)

Последнее выражение после его деления на массу m и есть дифференциальное уравнение (12.21). Равенство (12.24) – это сумма всех сил, действующих на массу m в направлении оси х в любой момент времени. 

Приняв F = Fа sin (t и х = ха sin ((t – (), запишем значение остальных сил;

                                           Fуп  = сха sin ((t – (),

                                           Fвс = (ха ( cos ((t – (),

                                           Fин = – m ха (2 sin ((t – (),

где Fвс – сила вязкого сопротивления.

Круговая частота всех сил, входящих в равенство (12.24), одинакова и равна  (. Следовательно, сумму векторов этих сил можно представить, используя векторную интерпретацию гармонических колебаний (рис. 12.14). 
Пусть вектор сха, равный амплитуде силы упругого деформирования Fуп, направлен вертикально вверх. Тогда вектор (ха (, равный амплитуде силы Fвс, направ-

лен влево; он повёрнут относительно вектора сха на угол (/2 против часовой стрелки (Fвс изменяется по закону cos ((t – ()). Вектор mха(2, равный амплитуде инерционной силы Fин, направлен противоположно вектору силы упругого деформирования сха. 

Сумма всех сил согласно (12.24) равна нулю, поэтому и геометрическая сумма векторов на рис. 12.14 должна быть равна нулю. Следовательно, вектор Fa, равный амплитуде возмущающей силы, направлен под углом ( к оси v.

Рассмотрим, как изменяется соотношение сил, действующих в динамической системе. При низкой частоте возмущающей силы (( ( 0) векторы  (ха ( и mха (2 сил вязкого трения и инерции почти равны нулю. Соответственно, равны нулю  tg ( = – 2 n ( /[k2 (1 – (2/k2)] и угол (. Следовательно, Fa = сха, коэффициент динамичности Кд = 1 и сила, действующая в динамической системе, равна внешней силе.

С увеличением частоты ( возмущающей силы возрастает амплитуда силы вязкого сопротивления (ха(. Соответственно, возрастает угол (, так как должно выполняться условие равновесия действующих сил, а именно (ха( = Fa sin (. При увеличении частоты ( в ещё большей степени возрастает амплитуда силы инерции mха (2. При одном и том же значении амплитуды возмущающей силы Fa сумма проекций векторов сил на вертикальную ось mха (2 + Fa cos ( – сха = 0 только при условии существенного увеличения упругой составляющей сха. Это соответствует увеличению сил, действующих в системе по сравнению с внешней силой, коэффициент динамичности Кд возрастает.

При резонансе угол ( = (/2. Соответственно, амплитуда силы вязкого сопротивления равна амплитуде возмущающей силы  (хар ( = Fa, а амплитуда силы инерции равна амплитуде силы упругого деформирования mхар(2 = схар; здесь хар – амплитуда перемещений при резонансе. Таким образом, получим условия резонанса в виде

                                       хар = Fa/((() и ( = (с/m)1/2 = k.                           (12.26)

Конечно, соотношения (12.26) могут быть получены из (12.22) при ( = (/2. Но анализ диаграммы на рис. 12.14 позволяет сделать вывод, что при резонансе внешняя возмущающая сила полностью компенсируется силами вязкого сопротивления. При этом амплитуда колебаний хар обратно пропорциональна коэффициенту вязкого сопротивления (. При малом демпфировании (( ( 0) амплитуда хар ( ( .

При дальнейшем увеличении частоты ( амплитуда (ха( силы вязкого сопротивления должна бы возрастать, но она не может быть больше амплитуды возмущающей силы Fa. Следовательно, условие (ха( ( Fa при увеличении частоты ( ( k выполняется, если амплитуда колебаний ха уменьшается. Соответственно, уменьшается и амплитуда упругой силы сха. Теперь упругая сила не может уравновесить возрастание силы инерции mха(2 при увеличении частоты в области ( ( k. Равновесие сил достигается, если угол ( ( (/2 и составляющая возмущающей силы Fa cos (( – () в сумме с силой упругого деформирования сха уравновешивает силу инерции mха(2. Соответственно, в этой области отношения частот  (/k коэффициент динамичности уменьшается.

Таким образом, в области малых частот ( возмущающая сила преодолевает в основном силу упругого деформирования.  В области резонанса возмущающая сила компенсируется силой вязкого сопротивления, а в зарезонансной области  – она оказывается в противофазе колебательному движению и уравновешивается силами инерции динамической системы, резко возрастающими при увеличении частоты ( возмущающей силы. (Приложение. Схема 14).

12.2.7. Виброизоляция сооружений

При работе машин циклического действия, а также при работе любых машин из-за неполной уравновешенности вращающихся частей создаются периодические силы (рис. 12.15). Эти силы воздействуют на фундамент, ускоряя разрушение сооружений, ухудшая условия работы людей. 

Значение усилие Fф, передаваемое фундаменту, можно определить из решения дифференциального уравнения движения массы m (12.11 или 12.21). В данном случае усилие Fф равно сумме упругой силы Fуп и силы вязкого сопротивления Fвс. Выше было показано, что сдвиг по фазе между этими силами равен (/2. Поэтому амплитудное значение силы, передаваемой фундаменту Fфа, учитывая 

векторную диаграмму на рис. 12.14, запишем в виде

Fфа = ((сха)2 + ((ха()2  = ха( с2 + ((()2  = ха( с2 + 4m2 n2(2  = с ха( 1 + 4 n2(2/ k4.

Определим коэффициент передачи нагрузки на фундамент как отношение Кпер = Fфа /Fа и, учитывая, что значение амплитуды возмущающей силы равно Fа = схст, получим Кпер = (ха/хст)( 1 + 4 n2(2/ k4. Используя (12.22), запишем формулу для расчёта  коэффициент передачи нагрузки на фундамент в виде


                                  Кпер =                                              .                         (12.27)

Согласно (12.27),  Кпер = 1 при   (/k = 0 и при (/k = ( 2.  Таким образом, амплитуда силы, воздействующей на фундамент в зарезонансной области, меньше амплитуды возмущающей силы при условии |1/ (1– (2/ k2 |( 1, или  (/k ( (2 .
Значение ( обычно является эксплуатационной характеристикой  данной машины. Поэтому эффект виброизоляции достигается за счёт снижения собственной частоты колебаний системы «машина – упругие опоры» в результате уменьшения жёсткости упругих элементов k и (или) увеличения массы m. Для увеличения массы машину устанавливают на тяжёлые плиты (блоки), которые опираются на фундамент через упругие элементы. Примером такого решения может служить установка кузнечных молотов на массивный шабот и деревянную основу в качестве упругого элемента.
Эффект вязкого сопротивления неоднозначен. На фундамент передаётся как усилие упругого деформирования пружин, так и усилие вязкого сопротивления. Поэтому, чем выше потери на трение в упругих элементах, тем меньше эффект виброизоляции в области (/k ( (2. Так, в этой области резина, пробка, дерево в качестве упругих элементов обеспечивают меньший эффект виброизоляции по сравнению со стальными пружинами равной жёсткости. Однако, при пусках и остановках механическая система на рис. 12.15, работающая в зарезонансном режиме,  проходит область резонанса. Подставив в (12.27) (/k = 1, получим, что коэффициент передачи вблизи резонанса равен Кпер (  k /(2n), т.е. практически обратно пропорционален коэффициенту вязкого сопротивления n. Снижение собственной частоты колебаний k механической системы также при-водит к снижению Кпер вблизи резонанса. В результате уменьшается опасность смещения или разрушения фундамента при разгоне и остановке машины.

12.2.8. Амортизация технических объектов

Виброизоляция, как отмечалось выше, обеспечивает снижение воздействия колебаний машин на фундамент и сооружения. Амортизация, напротив, уменьшает вредное влияние колебаний основания на работу машин, приборов, людей. Так, при движении транспортного средства по неровностям пути возникают колебания движущегося транспортного средства, которые могут стать причиной преждевременного разрушения машины, дискомфорта и даже заболевания людей. Часто приходится решать проблему защиты измерительного оборудования от вибраций фундамента, вызываемых работой других машин и транспорта. Рассмотрим влияние вибраций фундамента на технический объект, динамическая схема системы представлена на рис. 12. 16. 

Абсолютное перемещение центра тяжести массы машины обозначим x и примем, что центр масс в данный момент времени смещается вдоль оси x. Вместе с машиной смещается верхний конец пружины; нижний конец пружины, будучи связан с фундаментом, совершает колебательное движение    ( = (а sin (t. В момент времени t  удлинение пружины равно   х – (а sin (t, а сила Fуп = – с(х – (а sin (t).

Скорость относительного перемещения концов пружины будет равна разности ( x – (), а сила вязкого сопротивления Fвс= – (( x – ().
В данном случае уравнение (12.11) запишем в виде


                                    mx + (( x - () + с(x - () = 0.
        или  mx + ( x + сх = с(а sin (t + ((а( cos (t = Fм sin ((t + ().       (12.28)  
Так как сдвиг по фазе между составляющими  с(а sin (t и ((а( cos (t силы Fм sin ((t + () равен (/2, то Fм = ((с(а)2 + (((а()2  = (а(с2 + ((()2 , а tg ( = c/((().

Таким образом, движение фундамента с амплитудой (а эквивалентно действию на массу m силы с амплитудой Fм = (а(с2 + ((()2 = с(а(1 + 4n2(2/ k2.
Разделив уравнение (12.28) на m, приведём его к уравнению вида (12.21), решением которого является (12.22). Согласно (12.22), определим коэффициент передачи нагрузки для случая амортизации объекта как отношение 


            Кпер= ха/(а =                                                     (                              ,


                       Кпер=                                             .                                    (12.29)
Так как (12.29) тождественно (12.27), все выводы, которые были сделаны  на основе анализа зависимости (12.27), могут быть отнесены и к случаю амортизации объекта. 

12.2.9. Уравнение динамики вращательного движения 

Предположим, что все крутящие моменты, действующие в машинном агрегате приведены к валу двигателя. В этом случае сумму элементарных работ можно представить подобно сумме элементарных работ при поступательном движении (12.2), в котором вместо производной по перемещению dх используется производная работы по углу поворота d( :

               d(Адв –  Аим )/d( = dАин/d( + dАтр/d( + dАуп/d(,                       (12.30)

где d(Адв – Аим )/d(  = Т – момент внешних сил, действующих на тело.

Величину dАин/d( определим как производную от кинетической энергии вращающегося тела, момент инерции которого равен J:


   dАин/d( = (J (2/2)/d( = J (( d(/d( = J (d(/dt) (d(/d() = J d(/dt = J (.

В случае машинного агрегата J есть приведенный к валу двигателя момент инерции механической системы.

Производную dАтр/d( определим, считая потери пропорциональны скорости ( = (R: 

                            dАтр = ((R d( и dАnр /d( = (R ( = (к ( .

В случае механического агрегата (к есть приведенный к валу двигателя коэффициент потерь при движении частей агрегата.

Работа упругого деформирования Ауп  = ск(2/2, а  dАуп /d(  = ск( ,

где ск – приведенная жёсткость упругой системы при кручении. 

Выполнив замену составляющих в (12.30) их значениями, получим 


                                            J (  + (к ( + ск ( = Т,                                    (12.31)

где Т = Тд – Тим/iпр; Тд  и Тим – крутящие моменты на валу двигателя и исполнительного механизма; iпр – передаточное отношение привода машинного агрегата.

Математически решение уравнения крутильных колебаний (12.31) аналогично решению уравнения линейных колебаний (12.11). 

Задача 12.14 

При проектировании автомобиля стремятся к тому, чтобы колебательные движения по вертикальному направлению и вращательные движения вокруг оси, проходящей через центр тяжести, были независимы. Иначе неровности полотна дороги вызывают не только вертикальные колебания, но и раскачивание автомобиля. Установить, при каких соотношениях параметров автомобиля эти движения независимы.

Решение: 

В данном случае имеют место два движения автомобиля: поступательное вдоль оси х и вращательное вокруг оси z. Соответственно, можно оставить два уравнения движения:


                                         m х  = (Fxi  и  J( = (M (xi  

При движении автомобиля из-за неровностей дорожного полотна возникает возмущающее воздействие, аналогично рассмотренному в п.12.2.8. Это воздействие эквивалентно действию 

на автомобиль некоторой возмущающей силе Fм sin (t.
При малых перемещениях и углах поворота сила, действующая на корпус со стороны рессоры c1, равна  c1(х – l1(), а сила, действующая со стороны рессоры c2 равна c2(х + l2(). 

Поэтому уравнения движения можно записать в виде:


     m х  = – c1(х – l1() – c2(х + l2() + Fм  sin (t;

     J( =  c1(х – l1() l1– c2(х + l2()l2 + Fм  еsin (t;

                                    или m х  + (c1+ c2)х + l1(c2 l2 – c1l1)(  = Fм sin (t;
       J(  + (c1 l12 + c2l22) ( + (c2 l2 – c1l1)х = Fм е sin (t.

Очевидно, что координаты х и ( независимы друг от друга, если имеет место равенство c2 l2 – c1l1= 0. Так, если для ненагруженного автомобиля  было бы принято c2 = c1 и l2 = l1, то в результате загрузки центр тяжести сместится и, соответственно, l1( l2  и c2 l2 – c1l1 ( 0. Таким образом, условие независимости колебаний будет нарушено. Очевидно, что качество амортизации автомобиля зависит также от положения груза и массы груза. 

12.2.10. Динамическая модель машинного агрегата

Для того, чтобы использовать уравнение (12.31) при анализе динамических характеристик машинного агрегата, необходимо привести параметры движения всех частей машинного агрегата, к одной оси, например к оси двигателя. 
Приведение параметров вращающихся частей к единой оси вращения  выполняется на основе закона сохранения энергии механической системы. 

В результате сделанных выше упрощений и приведения всех параметров к валу двигателя динамическая модель машинного агрегата можно представить 

двумя вращающимися массами, соединёнными муфтой (рис. 12.17):

(им – угол поворота вала исполнительного механизма, приведенный к валу двигателя; 

(д – угол поворота вала двигателя.

Момент инерции Jд движущихся частей агрегата со стороны двигателя и приведенный момент инерции Jим движущихся частей со стороны исполнительного механизма будем считать постоянными, не зависящими от угла поворота. 

Момент Тм, передаваемый муфтой, зависит от относительного угла поворота полумуфт ( и скорости относительного поворота полумуфт (:

Тм = с( + ((,

где с – приведенная жёсткость системы при кручении; 

( – коэффициент потерь на трение в муфте; 

(  = ((д – (им) – угол закручивания муфты.

Мысленно разделим расчётную схему машинного агрегата на две части. Левая часть состоит из двигателя и полумуфты. На левую часть действует момент со стороны двигателя (движущий момент) и момент со стороны муфты (момент сил сопротивления). Для этой части запишем уравнения движения в виде                   

                               Jд ( д = Тд – Тм  = Тд – (с( + ((),                               (12.32, а)

где Тд  – момент, создаваемый двигателем; Тм – момент, передаваемый муфте; Jд  – момент инерции двигателя. 
Правая часть состоит из полумуфты и исполнительного механизма. На правую часть действует момент со стороны муфты (движущий момент) и момент со стороны исполнительного механизма (момент сил сопротивления). 

Для правой части уравнение движения запишем в виде

                              Jим (им = Тм – Тим = (с( + (() – Тим,                         (12.32, б)

где Тим  и  Jим – соответственно, приведенные к валу двигателя момент исполнительного механизма и момент инерции исполнительного механизма.

Для определения частоты собственных колебаний системы достаточно представить систему уравнений (12.32), зависящей от угла ( = ((д – (им) закручивания муфты. Разделим первое уравнение на Jд , а второе – на Jим , затем вычтем из первого второе и получим

                                 ( = Тд /Jд+ Тим /Jим– Тм(1/Jд + 1/Jим).

Далее вместо Тм подставим его значение и получим


  Jд Jим                                                      Jим                 Jд
Jд + Jим                               Jд + Jим          Jд + Jим

Приведём уравнение (12.33) к виду, подобному (12.11) и (12.21):

                                                                             ,                                      (12.34)
где k2  = c (Jд + Jим) / (Jд Jим) – частота собственных крутильных колебаний;
       2n = ((Jд + Jим)/ (Jд Jим) – величина, учитывающая потери на трение.

Заметим, что любая периодическая функция Тд(t) или Тим(t) может быть представлена суммой функций вида sin m(t  (рядом Фурье)  с частотами, кратными некоторой наименьшей частоте (, как правило, равной частоте вращения вала исполнительного механизма или вала двигателя.  Следовательно, уравнение (12.34) подобно уравнению (12.21) и является уравнением вынужденных колебаний, в данном случае крутильных. 

Источником периодического крутящего момента может быть двигатель, исполнительный механизм и система передач. Так, при вращении вала электродвигателя наряду с «основной» частотой, равной (дв =  (nдв /30, имеют место колебания крутящего момента Тд(t) с частотой  (дврдв (рдв – число пар полюсов), практически равной промышленной частоте переменного тока. Аналогично, «основная» частота крутящего момента исполнительного механизма равна  (им. 

При постоянном значении момента на валу исполнительного механизма и амплитуде момента на валу двигателя Тад по аналогии с решением уравнения (12.21) получим значение амплитуды угла закручивания муфты в уравнении (12.34):

              
                (ам  =              (                                                .                          (12.35)

Подставив (  = (ам sin ((t + () в Тм = с( + ((,  получим амплитуду момента, передаваемого муфтой

                      
          Там =                ( 

Таким образом, если возмущение Тд = Тад sin (t идёт со стороны двигателя, то амплитуда момента Там  возрастает с увеличением приведенного момента инерции исполнительного механизма Jим. Она достигает максимального значения, если частота k собственной крутильных колебаний механической системы находится вблизи частоты ( возмущающего момента двигателя. В этом случае нагрузки в элементах трансмиссии (валы, муфты, шпонки и т.д) будут существенно больше, чем расчётные без учёта динамики машинного агрегата. Очевидно, необходимо, чтобы собственная частота колебаний машинного агрегата существенно отличалась от частоты возмущающих сил и моментов. 

Задача 12.15

Асинхронный электродвигатель с частотой вращения nдв = 730 об/мин вращает вал центрифуги. Мощность на валу центрифуги Рц = 6 квт, момент инерции системы «двигатель»   Jд = 0,023 кгм2, приведенный момент инерции системы «центрифуга» Jц = 0,077 кгм2. Приведенная крутильная жёсткость спр =105 Нм/рад. Валы соединены фланцевой муфтой. Оценить значение амплитуды момента Там, передаваемого муфтой.   

Решение:

Частота колебаний момента на валу асинхронного двигателя при числе полюсов электродвигателя рдв = 8 составляет       ( = (дв рдв = ((730( 8/30 = 612 рад/с.

Частота собственных колебаний системы  k = (cв (Jд + Jц) / (Jд Jц)  =

                                                  = [10 5( 0,1(0,023( 0,077)]1/2  = 2380 рад/c.

Отношение (/k = 612/2380 = 0,26; следовательно, система находится в дорезонансной области. Если бы не было потерь мощности в механической системе (n = 0), то амплитуда переменной составляющей момента, передаваемого муфтой, была бы равна  

                          Там ( [0,077) Тад/[(0,023 + 0,077)(1 – 0,262)] ( Тад (0,08. 

В действительности Там/Тад  меньше из за потерь на трения и при n/k  = 0,05, что соответствует ( = 0,3, отношение Там/Тад = 0,06. Значение амплитуды момента двигателя Тад составляет порядка 0,1 от номинального момента. Таким образом, расчётное значение амплитуды переменной составляющей момента, передаваемого муфтой,  составляет порядка одного процента, что допустимо для большинства электромеханических приводов. 
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  9. РЕМЕННЫЕ ПЕРЕДАЧИ
9.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О РЕМЕННЫХ ПЕРЕДАЧАХ
Ременные передачи – это передачи трением с гибкой связью. 

Передача состоит из шкивов: ведущего, расположенного на валу двигателя, и ведомого – на валу редуктора (или исполнительного механизма). Мощность и движение между валами передаётся с помощью ремня благодаря наличию трения между шкивами и ремнём. Сила трения, необходимая для передачи момента, создаётся натяжением ремня. 

9.1.1. Классификация ременных передач

Основный классификационный признак ременных передач – форма поперечного сечения ремня (рис. 9.1).

1. Плоскоременная передача конструктивно наиболее проста. Плоские ремни имеют относительно более высокую долговечность. Передаточное отношение находится в пределах i  = 1 ... 3                                          

В качестве материала плоских ремней  используют кожу, прорезиненные хлопчатобумажные ткани (неармированные и армированные), хлопчатобумажные ткани, шерстяные ремни с пропиткой суриком, что обеспечивает большую стойкость к атмосферным колебаниям. Плёночные ремни толщиной всего 0,4...1,2 мм изготавливают из полиамидных смол, армированных кордом из капрона или лавсана. Плёночные ремни передают мощность до 15 кВт при скорости до 60 м/с.
2. Клиноременная передача в настоящее время является наиболее распространенным видом ременных передач. По сравнению с плоскоременной клиноременная передача передаёт существенно большие мощности, предельная скорость  30 м/с. Передаточное отношение достигает i = 6 (8).
Материал клиновых ремней – резина с тканевой оберткой, армированная в зоне нейтрального слоя шнуровым или тканым кордом.

3. Поликлиноременная передача по сравнению с клиноременной обеспечивает более равномерное распределение нагрузки между ремнями; это способствует уменьшению вибраций и повышению долговечности передачи.

4. Круглоременная передача применяется в основном в бытовых приборах при малых нагрузках. 
Плоскоременные передачи классифицируют также по расположению шкивов. Различают открытые, перекрёстные, полуперекрёстные, угловые ременные передачи. Наиболее распространена открытая передача (рис. 9.2).

( 9.1.2. Силовые и кинематические соотношения 

 плоскоременной передачи

Передача мощности (момента) с одного вала на другой возможна только при наличии достаточной силы трения ремня о шкивы. 

Для создания соответствующей силы трения необходимо предварительное натяжение ремней. В передаче на рис. 9.2, а сила предварительного натяжения 2F0 создаётся растяжением ремня при перемещении опоры одного из валов в процессе монтажа передачи; заданное межосевое расстояние L остаётся постоянным при работе передачи. 

На рис. 9.2, б натяжение ремней создаётся грузом, вес которого равен 2F0, а межосевое расстояние при работе передачи может измениться. Символом F1 обозначена сила в ведущей ветви, а символом F2 –  в ведомой ветви при работе ременной передачи. 

Та часть ремня, которая вместе со шкивом совершает вращательное движение, нагружает ветви ремня центробежными силами. На рис. 9 результирующая центробежных сил  Fц со стороны части ремня, находящейся на верхнем шкиве, направлена вверх; а на нижнем шкиве, направлена вниз. При схеме натяжения на рис.9.2, а длина ремня задана предварительной деформацией, растяжением ремня. До того момента, когда силы инерции при вращении могли бы оторвать ремень от шкива, длина его остаётся постоянной. Поэтому суммарное натяжение ветвей ремня сохраняется и равно 2F0, но сила прижима ремня к шкиву уменьшается. 

В случае натяжения ремней постоянной силой 2F0 (рис. 9.2, б) сила прижима ремня к шкивам не зависит от центробежных сил. При этом центробежные силы со стороны части ремня, находящейся на верхнем шкиве, уравновешены центробежными силами, действующими со стороны части ремня, находящейся на нижнем шкиве. Действие этих сил передаётся через ветви ремня, и натяжение ветвей ремня при увеличении скорости ремня возрастает. 

Рассмотрим силовые соотношения в ременной передаче. Двумя плоскостями, проходящими через ось вращения перпендикулярно направлению движения ремня, выделим элемент ремня длиной rd( (рис. 9.3) и составим уравнения его равновесия. На этот элемент действуют силы натяжения ремней F + dF и F, сила прижима  ремня dN, сила трения dFтр и сила инерции dFин во вращательном движении массы dm элемента ремня. 

Так как по модулю сила инерции dFин равна центростремительной силе, запишем

    dFин = dm (2r = (dV (2r = (Ard( (2r = (A(2d(,

где ( –  угловая скорость вращения шкива;

      r – радиус шкива;

      ( – плотность материала ремня;

      dV – объём элемента массой dm;

      А – площаль поперечного сечения ремня;

Согласно условию равновесия (Fy = 0,

запишем равенство

dFин + dN – (F + dF) d(/2 – F d(/2 = 0,

               или dFин + dN = F d(. 

Выполнив замену dFин = (Ar(2d( = F( d(, получим  

                                                    dN = (F – F() d(.                                        (9.1)

Согласно условию равновесия (Fх = 0, запишем равенство

                                         F + dFтр – (F + dF) = 0 и dF = dFтр .  
Учитывая (9.1) и зависимость  dF = dFтр = f dN,  запишем уравнение

                                                 f (F – F() d( = dF.                                          (9.2)

Выполним интегрирование (9.2) как дифференциального уравнения с разделяющимися переменными;


     (             (                             
Согласно условию равновесия шкива (m0 = 0, получим равенство           rdFтр – dT = 0.  Учитывая    dF = dFтр , запишем уравнение dT = r dF. 

Интегрируя в пределах от F2 до F1, получим T = r (F1 – F2) = rFt , где окружная сила передачи Ft = F1 – F2 = T/r.

Для ременной передачи с натяжением ремней по схеме на рис. 9.2, б имеет место равенство F1 + F2 = 2F0 + Fц. Значение центробежной силы Fц  определим, исходя того, что оно по модулю равно проекции на ось у всех элементарных сил  dFин = F(d( в пределах изменения угла  ( от 0 до ( (рис. 9.4);

Fц  = ( (F(d() sin ( = 2F(.                             

Следовательно, F1 + F2 = 2(F0 + F() .       (9.4)
Таким образом, имеется три уравнения при трёх неизвестных:




                                              F1 – F2 = Ft;

                                              F1 + F2 = 2(F0 + F().
Решая систему уравнений (9.5), получим значение максимальной окружной силы при данном значении силы натяжения ремней 2F0

При достижении силой Ft  значения  Ft max происходит буксование ременной передачи, вплоть до полной остановки ведомого шкива. Согласно (9.6) максимальный момент (или тяговая способность) ременной передачи Тmax = Ft max d1/2 при натяжении ремня по схеме на рис. 9.2, б не зависит центробежных сил и, следовательно, от частоты вращения. (Здесь d1 – диаметр ведущего шкива). Натяжение ветвей ремня нагруженной ременной передачи  равно

                                          F1 = (F0 + F() + 0,5 Ft ;

                                          F2 = (F0 + F() –  0,5 Ft.
Система уравнений, соответствующая схеме на рис. 9.2, а, отличается от системы уравнений (9.5) тем, что сумма F1 + F2 = 2 F0 ;



                                                  F1 – F2 = Ft ;
                                                  F1 + F2 = 2F0.
Для ременной передачи с натяжением по схеме на рис. 9.2, а получим следующие значения максимальной окружной силы и натяжения ветвей ремня:

                                            F1 = F0 + 0,5 Ft ;
                                            F2 = F0 –  0,5 Ft.

Увеличение скорости ремня ( приводит к уменьшению тяговой способности ременных передач с натяжением по схеме (рис. 9.2, а). Заметим, что влияние центробежных сил на работоспособность ременных передач оказывается существенным  при окружной скорости ( ( 20 м/с.
Для предотвращения буксования, необходимо, чтобы сила натяжения ремней удовлетворяла условию

при натяжении по схеме рис. 9.2, а   2(F0 – F()  ( 2T/d1               ;                        
                                                                                                               
при натяжении по схеме рис. 9.2, б  2 F0 ( 2T/d1               .                                                                                                                                                 

Задача 9.1                                   

Определить отношение силы 2F0 натяжения ремней по схеме рис.9.2, б к тяговому усилию Ft max при f = 0,1 и ( = 180(.                                                                  Ответ: 2F0/Ft max ( 6,4
Один из недостатков ременных передач – повышенная нагрузка на валы и опоры. Сила натяжения ремней при коэффициенте трения f = 0,1 почти в 6 раз больше тангенциальной силы зубчатой передачи при одинаковых моментах T  и размерах соответственно ведущего шкива и шестерни. Очевидно, что с увеличением коэффициента трения ремня о шкив это различие уменьшается. Так, при  f = 0,2  отношение 2F0/ Ft max = 3,3. 

Применение клинового ремня увеличивает предельное тяговое усилие за счёт увеличения силы трения между ремнём и стенками желобка на шкиве. На рис. 9.5 показана система сил dFс, действующих со стороны стенок желобка на элемент клинового ремня, который натяжением ремня прижимается к шкиву силой dN (см. рис. 9.5) .

Тогда в уравнение равновесия (m0 = 0  элемента ремня на рис. 9.5 вместо dFтр = f dN следует подставить соотношение dFтр = f dFс. 

Так как dN = dFс sin((/2), следовательно, в случае клинового ремня dFтр= f dN/sin((/2). Таким образом, уравнение равновесия элемента клинового ремня от уравнения равновесия элемента плоского ремня отличается значением коэффициента при величине dN. Вместо коэффициента трения  f  используется  приведенный коэффициент трения f ( = f / sin((/2). Для стандартных ремней угол ( ( 34( ... 40( и приведенный коэффициент трения f ( ( 3 f . 

Задача 9.2

Определить, во сколько раз при прочих равных условиях возрастёт тяговое усилие Ft max в случае замены плоскоременной передачи клиноременной при условиях задачи 9.1.

Решение:

При  f = 0,1 значение  f’(( 3 f = 0,3. Тяговое усилие плоскоременной передачи равно      Ft max = 2F0( 0,16; а клиноременной –  Ft max  = 2F0( 0,43; т.е. увеличится почти в 2,7 раза.

9.1.3. Передаточное отношение и конструктивные параметры 

ременных передач

Без учёта упругой деформации ремня линейная скорость ремня на ведущем и ведомом шкивах были бы одинаковыми. Тогда (1d1/2 ( (2d2/2 и передаточное отношение ременной передачи i = (1/(2 ( d2/d1 (рис. 9.6).

Угол обхвата ведущего шкива 

                 ( = ( – (;  sin (/2 = (d2 – d1)/ (2a) ( (i – 1) d1/(2a).
Из соотношения (9.6) следует, что при уменьшении угла ( тяговая способность ременной передачи снижается. Таким образом, при увеличении передаточного отношения i и уменьшении межосевого расстояния a уменьшаются угол обхвата ( и, соответственно, максимальное тяговое усилие. 
Угол ( обхвата ведущего (меньшего по диаметру) шкива меньше, чем ведомого. Поэтому согласно (9.6) буксование будет начинаться на ведущем шкиве. 

При одинаковом значении Ft max угол обхвата клиноременной передачи может быть меньше, чем плоскоременной передачи. Поэтому, максимальное передаточное отношение клиноременной передачи в два раза больше.

Благодаря более высокой тяговой способности межосевое расстояние и габариты клиноременной передачи  меньше, чем плоскоременной.  

Задача 9.3

Определить угол обхвата (пл плоскоременной передачи при i = 3 и d1/(2a)= 0,1 и при тех же условиях определить наибольшее передаточное отношение клиноременной передачи.

Решение:

Для плоскоременной передачи sin (/2 ( 0,2; ( ( 23(; (пл ( 157(. По условию задачи тяговые усилия клиноременной и плоскоременной передач равны, усилия предварительного натяжения ремней также равны. Следовательно,  имеет место равенство  f (пл = f ((кр. Принимая f ((3 f , получим  (кр ( 69(; ( ( 111(; sin (/2 ( 0,82. Максимальное значение i = 9. 

На практике  допускается применение клиноременной передачи с углом обхвата ( = 70(,  однако, из-за ускоренного повреждения ремней при малых углах охвата рекомендуется  imax = 6 и, соответственно, угол ( min = 120(. 

В процессе эксплуатации ременной передачи происходит необратимое удлинение ремней. Деформация   ремней не влияет на натяжение ремней и, следовательно, на тяговую способность передачи, выполненной по схеме на рис. 9.2, б. Конструктивно постоянное натяжение ремней осуществляется либо специальными натяжными роликами; либо неуравновешенной массой двигателя, установленного  на качающейся плите. 

Напротив, если предварительное натяжение ремней создаётся их растяжением при монтаже передачи (рис. 9.2, а),  то удлинение ремней в процессе эксплуатации приводит к снижению тяговой способности передачи. В этом случае требуемое натяжение при работе передачи поддерживают, производя периодическое подтягивание по мере вытяжки ремней перемещением двигателя, установленного на специальных салазках или качающейся плите.

Для повышения КПД передачи и долговечности ремней применяют специальные устройства, обеспечивающие автоматическое натяжение, пропорциональное действующей нагрузке.
9.2. ОСНОВЫ РАСЧЁТА РЕМЕННЫХ ПЕРЕДАЧ

9.2.1. Тяговая способность и скольжение в ременных передачах
Передача момента силой Ft  обусловлена различием натяжения F1 ведущей ветви и натяжения F2 ведомой ветви ремня. Различие сил приводит к разности деформаций ведущей и ведомой ветвей ремня. Заметим, что масса ремня, проходящего в единицу времени по ведущей (более растянутой) ветви ремня, равна массе ремня, проходящей по ведомой ветви. Следовательно, скорость ведущей ветви ремня (1 = 0,5(1d1 будет несколько больше скорости ведомой ветви (2 =  = 0,5(2d2. Этим объясняется упругое скольжение ременных передач.

Соответственно, величину ( = (0,5(1d1 – 0,5(2d2)/(0,5(1d1) = 1 – (2d2/((1d1) называют  коэффициентом скольжения. Тогда передаточное отношение ременной передачи можно записать в виде

                                    i = n1/n2 = (1/(2 = d2/[d1(1– ()].                               (9.11)

 

При номинальном режиме работы передачи значение ( ( 0,01 … 0,02. Поэтому принимают, что передаточное отношение ременной передачи i ( d2/d1. 

В частности, из-за упругого скольжения КПД  ременных передач несколько ниже, чем зубчатых, и составляет от 0,92 … 0,97 у клиноременных до 0,97… 0,98 у плоскоременных передач.  

Зависимость коэффициента скольжения ((и КПД ременных передач ( 

определяют экспериментально (рис. 9.7). 

Отметим, что                            ( = Ft /(2F0) = (t /(2(0),                          (9.12)                                 
где ( = Ft /(2F0) - коэффициент тяги.

Упругое скольжение (I) имеет место в пределах от ( = 0 до ( = (0. 

КПД ременной передачи достигает максимального  значения при ( = (0. В области значений от (0  до  (max имеет место частичное буксование  (II); КПД передачи уменьшается; режим работы передачи неустойчивый. 

Работа при частичном буксовании допускается только кратковременно (пуски, перегрузки). В области правее значений ( = (max наступает полное буксование. Отношение (0/(max составляет для плоскоременных передач 1,15 ...1,4; для клиноременных передач  –  1,5 ... 1,6.
Значение ( = Ft /(2F0) = (t/(2(0) характеризует отношение  полезного напряжения (t в ремне при передаче момента к напряжению предварительного натяжения ремня (0. По значению (0 определяют допустимое значение коэффициента тяги [(] = (0 /[s], где [s] – запас тяговой способности по буксованию, принимается в пределах 1,2 … 1,4. Соответственно, допускаемое полезное  напряжение в ремне, соответствующее началу частичного буксования ремней, равно                      

                                               ((t(0 = 2(0(0/[s],                                             (9.13)

Значение (0 определяют по результатам испытания так называемой «базовой» передачи. Условия испытания базовой передачи следующие: угол обхвата ( =1800, (0 = 1,8 МПа, передача горизонтальная, скорость 10 м/с, нагрузка равномерная. 

Значение ((t(0 для разных ремней приводятся в справочниках.

Допускаемое полезное напряжение ((t(  проектируемой ременной передачи определяют, учитывая отличие её конструкции и условий работы от условий испытания базовой передачи;

                                       ((t( = ((t(0 С( С( Сp С0,                                           (9.14)

где С( – коэффициент, учитывающий влияние угла обхвата на полезное напряжение ременной передачи; С( ( 1 при ( ( (;
      С( – коэффициент, учитывающий наличие центробежных сил; для передач, выполненных по схеме на рис.9.2, б, С( = 1;
      Сp – коэффициент, учитывающий влияние режима работы передачи;

      С0 – коэффициент, учитывающий способ натяжения ремней и наклон линии центров передачи к горизонту.

Полезное напряжение ремней должно соответствовать условию (t ( ((t(.
9.2.2. Напряжения в ремне
Расчёт ременной передачи ведётся по двум критериям: 

– по допускаемому полезному напряжению; в этом случае обеспечивается режим работы передачи без буксования;

– по максимальному напряжению в ремне при работе передачи; в этом случае обеспечивается требуемая долговечность ремней.

Условие прочности ременной передачи записывается в виде

                                            (max ( [(max],                                                     (9.15)    

где [(max] – допускаемое напряжение.

Максимальное напряжение имеет место в ведущей ветви ремня в момент её набегания на малый шкив. В передаче с автоматическим натяжением ремней (рис.9.2, б) это напряжение  оценивают как сумму 

                                  (max = F1/A + (и = (0 + 0,5(t + (( + (и ,                     (9.16)

где (0 – напряжение от предварительного натяжения ремня; 

(( = F( /A = ((2 – напряжение от действия центробежных сил;

              ( – плотность материала ремней (от 1250 у прорезиненных до 1000 кг/м3 у остальных ремней); при (  = 10 м/с напряжение (( ( 0,1 ...0,125 МПа;
(и – напряжение от изгиба ремня; определяется по формуле  (и = E(/ d,

              E – модуль упругости материала ремня, Е = 100 … 350  МПа, 

              ( – толщина ремня. 

Для снижения напряжения от изгиба принимают отношение  d/( ( 25  для кожаных ремней и d/( ( 30 для прорезиненных ремней.

Так как долговечность ремня обратно пропорциональна приблизительно шестой степени (0, рекомендуется ограничивать значение для плоскоременных передач (0 ( 1,5 МПа, для клиноременных передач (0 ( 1,8 МПа;

Долговечность ремня зависит не только от напряжения, но и от характера и частоты изменения этих напряжений. Поэтому ограничивают число пробегов ремня в секунду u = (/l, где ( – окружная скорость;  l – длина ремня. Для плоскоременных передач u принимается не более 3 ... 5; для клиноременных – не более 10 ...20. Это ограничивает минимально допустимую длину ремня.

В передачах, выполненных по схеме на рис. 9.2, а, напряжение в ведущей ветви ремня равно 

                                       (max = (0 + 0,5(t + (и .                                           (9.17) 

Допускаемое напряжение [(max] в (9.15) принимается по справочным данным в зависимости от требуемой долговечности ремней, отношения  d/(, числа пробегов U ремней в секунду и материала ремней. Так, при  u = 1 с-1 расчётная долговечность прорезиненных ремней передачи на двух шкивах находится в пределах от 950 часов при  d/( = 25 до 12400 часов при  d/( = 50. 
Представленные выше сведения о ременных передачах позволяют указать их преимущества и недостатки по сравнению с зубчатыми передачами. 

Достоинства ременных передач следующие:

–  возможность передачи момента на несколько ведомых шкивов, находящихся на расстоянии до 15 м от ведущего вала;
–  плавность и бесшумность;

– простота монтажа передачи при невысоких требованиях к относительному расположению ведущего и ведомых валов;

– буксование ременных передач при внезапных перегрузках исполнительного механизма предотвращает чрезмерную перегрузку двигателя и передаточных механизмов. 
Недостатки ременных передач обусловлены спецификой передач трением и невысокой прочностью ремней:

– в 5 …  7 раз большие габариты по сравнению с зубчатыми передачами; поэтому передаваемые мощности существенно меньше;
– значительные нагрузки на валы и опоры из-за натяжения ремней;

– зависимость передаточного числа от передаваемого момента вследствие упругого скольжения;

– малая долговечность ремней; 

– требуется устройство натяжения ремней.

9.3. МЕТОДИКА  РАСЧЁТА КЛИНОРЕМЕННЫХ ПЕРЕДАЧ
1. Согласно ГОСТ 1284.1 – 89 изготовляют семь типов клиновых ремней по размеру сечения: минимальный размер 0, далее А, Б, В, Г, Д, Е. 

Выбор сечения ремня производится по номограмме «частота вращения малого шкива – передаваемая мощность» при частоте вращения от 200 до 5000 оборотов в минуту и мощности от 2 до 400 кВт (рис. 9.8).

2. Для выбранного сечения ремня определяют номинальную мощность Р0, передаваемую одним ремнём в условиях типовой передачи. 

Значение Р0 находят по номограмме  «мощность – число оборотов и диаметр малого шкива» для данного сечения  ремня и его базовой длины. Пример такой номограммы приведен на рис. 9.9. 

Мощность, передаваемая одним ремнём, существенно зависит от диаметра малого шкива. Уменьшение

диаметра малого шкива позволяет уменьшить габариты передачи, но при этом увеличивается число ремней.

3. Расчётную мощность РР, передаваемую одним ремнём в условиях эксплуатации передачи, рассчитывают, вводя ряд коэффициентов; 

                                              РР = Р0 C( Cl Ci / CP,                                    ( 9.18)

    где C( – коэффициент угла обхвата; C( = 1 при  ( ( 180(; C( = 0,82 при  ( ( 120(; C( = 0,56 при ( ( 70(;  рекомендуемый угол ( ( 120(;

      Cl –  коэффициент длины ремня; учитывает число пробегов и принимается Cl = 1 для базовой длины; Cl находится в интервале от 0,8 для коротких до 1,23 для длинных ремней;

Ci – коэффициент передаточного отношения, принимается от Ci = 1 при i = 1 до Ci = 1,14 при i ( 3;

      CP – коэффициент режима нагрузки, принимается от CP = 1 при спокойной  до CP = 1,7 при ударной нагрузке.


4. Числа ремней определяют, учитывая неравномерность нагрузки  ремней, по формуле

                                            z = P/(РР CZ),                                                   (9.19)

Р – мощность, передаваемая ременной передачей;

CZ – коэффициент числа ремней, принимает значения от CZ = 1 при z = 1 до 

CZ = 0,85 при z ( 6;  число ремней рекомендуется не более 6, допустимо до 8.

5. Усилия предварительного натяжения F0 одного ремня определяют следующим образом. В соотношении для коэффициента тяги  ( = Ft /(2F0) производят замену Ft = Р/(z(); тогда F0 = Р/(2(z(). Принимая ( = 0,6, получим

                             F0 = 0,85 Р CP Cl / (z( C( Ci ) + F(.                               (9 .20)

Значение F( при автоматическом натяжении принимается равным нулю, а в случае периодического подтягивания рассчитывают по формуле F( = (А(2.

6. Силу Fr, действующую на вал определяется как геометрическая сумма сил F1 и F2 , угол между которыми равен (:  

                                         Fr  ( 2 F0 z cos ((/2).

7. Ресурс наработки рассчитывается по формуле

                                            Т = ТСР К1 К2,                                                    (9.21)

где ТСР = 2000 часов для среднего режима (умеренные колебания нагрузки); 

К1 – коэффициент нагрузки, принимается от К1 = 2,5 для спокойной нагрузки до К1 = 0,25 для резко переменной нагрузки;

К2 –  коэффициент климатических условий, принимается от К2  = 1 для центральной зоны России и К2  = 0,75 для зоны с холодным климатом.

Задача. 9.4

Определить параметры клиноременной передачи. Мощность Р = 5 кВт; частота вращения малого шкива n1 = 2920 об/мин; передаточное отношение i = 3. Натяжение ремней периодическое.

Решение:

1. По номограмме рис. 9.8 рекомендуемое сечение ремней А.

2. По номограмме на рис. 9.9 при d1 = 112 мм Р0 = 2,6 кВт. Диаметр большого шкива    d2 = 336 мм.

3. Длина ремня определяется как сумма прямолинейных участков и дуг обхвата по формуле l ( 2a + 0,5((d1 + d2 ) + (d2 – d1)2/(4a)  при условии, что 2(d1 + d2 ) ( а ( 0,6(d1 + d2 ). В проектируемой передаче 950 мм ( а ( 270 мм и 2520 мм ( l ( 1020 мм. Стандартная длина ремня находится в пределах от 1120 до 2500 мм. При длине ремня 1400 мм и i = 3 межосевое расстояние равно   а = 336 мм ( 0,6(d1 + d2 ) = 270 мм; окружная скорость ( = 17,1 м/с, а число пробегов ремня U = (/l = 12 с-1. Это соответствует ограничению для клиноременных передач U ( 10 … 20 1/с.

Угол ( = 180( – 57(d2 – d1)/а = 142( при а = d2 = 336 мм.

Коэффициенты в (9.18) равны C( = 0,89; Cl = 0,95; Ci = 1,14; CP = 1,1 …1,3 при умеренных колебаниях нагрузки [3, c. 289-290]. Тогда Рр = 2,6(0,89(0,95(1,14/1,3 = 1,93 кВт.

4. При Cz =  0,95 расчётное число ремней по (9.19) равно  zр  = 2,73; принимаем  z = 3.

5. По (9.20) сила предварительного натяжения одного ремня F0 = 101 Н + F(. Значение  F( = (А(2 = 28 Н при ( = 1200 кг/м3 и площади поперечного сечения ремня  А = 81( 10-6 м2. Таким образом, предварительное натяжение ремня F0 = 129 Н.

6. При ( = 180( – ( = 38(  сила, действующая на вал, Fr ( 2F0 z cos ((/2) = 732 Н..

7. При умеренных колебаниях нагрузки К1 = 1,0. Примем К2 = 0,75. Ресурс наработки ремней данной передачи Т = ТСР К1 К2 = 1500 часов.

  9. РЕМЕННЫЕ ПЕРЕДАЧИ
9.1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О РЕМЕННЫХ ПЕРЕДАЧАХ
Ременные передачи – это передачи трением с гибкой связью. 

Передача состоит из шкивов: ведущего, расположенного на валу двигателя, и ведомого – на валу редуктора (или исполнительного механизма). Мощность и движение между валами передаётся с помощью ремня благодаря наличию трения между шкивами и ремнём. Сила трения, необходимая для передачи момента, создаётся натяжением ремня. 

9.1.1. Классификация ременных передач

Основный классификационный признак ременных передач – форма поперечного сечения ремня (рис. 9.1).

1. Плоскоременная передача конструктивно наиболее проста. Плоские ремни имеют относительно более высокую долговечность. Передаточное отношение находится в пределах i  = 1 ... 3                                          

В качестве материала плоских ремней  используют кожу, прорезиненные хлопчатобумажные ткани (неармированные и армированные), хлопчатобумажные ткани, шерстяные ремни с пропиткой суриком, что обеспечивает большую стойкость к атмосферным колебаниям. Плёночные ремни толщиной всего 0,4...1,2 мм изготавливают из полиамидных смол, армированных кордом из капрона или лавсана. Плёночные ремни передают мощность до 15 кВт при скорости до 60 м/с.
2. Клиноременная передача в настоящее время является наиболее распространенным видом ременных передач. По сравнению с плоскоременной клиноременная передача передаёт существенно большие мощности, предельная скорость  30 м/с. Передаточное отношение достигает i = 6 (8).
Материал клиновых ремней – резина с тканевой оберткой, армированная в зоне нейтрального слоя шнуровым или тканым кордом.

3. Поликлиноременная передача по сравнению с клиноременной обеспечивает более равномерное распределение нагрузки между ремнями; это способствует уменьшению вибраций и повышению долговечности передачи.

4. Круглоременная передача применяется в основном в бытовых приборах при малых нагрузках. 
Плоскоременные передачи классифицируют также по расположению шкивов. Различают открытые, перекрёстные, полуперекрёстные, угловые ременные передачи. Наиболее распространена открытая передача (рис. 9.2).

( 9.1.2. Силовые и кинематические соотношения 

 плоскоременной передачи

Передача мощности (момента) с одного вала на другой возможна только при наличии достаточной силы трения ремня о шкивы. 

Для создания соответствующей силы трения необходимо предварительное натяжение ремней. В передаче на рис. 9.2, а сила предварительного натяжения 2F0 создаётся растяжением ремня при перемещении опоры одного из валов в процессе монтажа передачи; заданное межосевое расстояние L остаётся постоянным при работе передачи. 

На рис. 9.2, б натяжение ремней создаётся грузом, вес которого равен 2F0, а межосевое расстояние при работе передачи может измениться. Символом F1 обозначена сила в ведущей ветви, а символом F2 –  в ведомой ветви при работе ременной передачи. 

Та часть ремня, которая вместе со шкивом совершает вращательное движение, нагружает ветви ремня центробежными силами. На рис. 9 результирующая центробежных сил  Fц со стороны части ремня, находящейся на верхнем шкиве, направлена вверх; а на нижнем шкиве, направлена вниз. При схеме натяжения на рис.9.2, а длина ремня задана предварительной деформацией, растяжением ремня. До того момента, когда силы инерции при вращении могли бы оторвать ремень от шкива, длина его остаётся постоянной. Поэтому суммарное натяжение ветвей ремня сохраняется и равно 2F0, но сила прижима ремня к шкиву уменьшается. 

В случае натяжения ремней постоянной силой 2F0 (рис. 9.2, б) сила прижима ремня к шкивам не зависит от центробежных сил. При этом центробежные силы со стороны части ремня, находящейся на верхнем шкиве, уравновешены центробежными силами, действующими со стороны части ремня, находящейся на нижнем шкиве. Действие этих сил передаётся через ветви ремня, и натяжение ветвей ремня при увеличении скорости ремня возрастает. 

Рассмотрим силовые соотношения в ременной передаче. Двумя плоскостями, проходящими через ось вращения перпендикулярно направлению движения ремня, выделим элемент ремня длиной rd( (рис. 9.3) и составим уравнения его равновесия. На этот элемент действуют силы натяжения ремней F + dF и F, сила прижима  ремня dN, сила трения dFтр и сила инерции dFин во вращательном движении массы dm элемента ремня. 

Так как по модулю сила инерции dFин равна центростремительной силе, запишем

    dFин = dm (2r = (dV (2r = (Ard( (2r = (A(2d(,

где ( –  угловая скорость вращения шкива;

      r – радиус шкива;

      ( – плотность материала ремня;

      dV – объём элемента массой dm;

      А – площаль поперечного сечения ремня;

Согласно условию равновесия (Fy = 0,

запишем равенство

dFин + dN – (F + dF) d(/2 – F d(/2 = 0,

               или dFин + dN = F d(. 

Выполнив замену dFин = (Ar(2d( = F( d(, получим  

                                                    dN = (F – F() d(.                                        (9.1)

Согласно условию равновесия (Fх = 0, запишем равенство

                                         F + dFтр – (F + dF) = 0 и dF = dFтр .  
Учитывая (9.1) и зависимость  dF = dFтр = f dN,  запишем уравнение

                                                 f (F – F() d( = dF.                                          (9.2)

Выполним интегрирование (9.2) как дифференциального уравнения с разделяющимися переменными;


     (             (                             
Согласно условию равновесия шкива (m0 = 0, получим равенство           rdFтр – dT = 0.  Учитывая    dF = dFтр , запишем уравнение dT = r dF. 

Интегрируя в пределах от F2 до F1, получим T = r (F1 – F2) = rFt , где окружная сила передачи Ft = F1 – F2 = T/r.

Для ременной передачи с натяжением ремней по схеме на рис. 9.2, б имеет место равенство F1 + F2 = 2F0 + Fц .  Значение центробежной силы  Fц  определим, исходя того, что оно по модулю равно проекции на ось у всех элементарных сил  dFин = F(d( в пределах изменения угла  ( от 0 до ( (рис. 9.4);

Fц  = ( (F(d() sin ( = 2F(.                             

Следовательно, F1 + F2 = 2(F0 + F() .       (9.4)
Таким образом, имеется три уравнения при трёх неизвестных:




                                              F1 – F2 = Ft;

                                              F1 + F2 = 2(F0 + F().
Решая систему уравнений (9.5), получим значение максимальной окружной силы при данном значении силы натяжения ремней 2F0

При достижении силой Ft  значения  Ft max происходит буксование ременной передачи, вплоть до полной остановки ведомого шкива. Согласно (9.6) максимальный момент (или тяговая способность) ременной передачи Тmax = Ft max d1/2 при натяжении ремня по схеме на рис. 9.2, б не зависит центробежных сил и, следовательно, от частоты вращения. (Здесь d1 – диаметр ведущего шкива).
Натяжение ветвей ремня нагруженной ременной передачи  равно

                                          F1 = (F0 + F() + 0,5 Ft ;

                                          F2 = (F0 + F() –  0,5 Ft.
Система уравнений, соответствующая схеме на рис. 9.2, а, отличается от системы уравнений (9.5) тем, что сумма F1 + F2 = 2 F0 ;



                                                  F1 – F2 = Ft ;
                                                  F1 + F2 = 2F0.
Для ременной передачи с натяжением по схеме на рис. 9.2, а получим следующие значения максимальной окружной силы и натяжения ветвей ремня:


                                            F1 = F0 + 0,5 Ft ;
                                            F2 = F0 –  0,5 Ft.

Увеличение скорости ремня ( приводит к уменьшению тяговой способности ременных передач с натяжением по схеме (рис. 9.2, а). Заметим, что влияние центробежных сил на работоспособность ременных передач оказывается существенным  при окружной скорости ( ( 20 м/с.
Для предотвращения буксования, необходимо, чтобы сила натяжения ремней удовлетворяла условию

при натяжении по схеме рис. 9.2, а   2(F0 – F()  ( 2T/d1               ;                        
                                                                                                               
при натяжении по схеме рис. 9.2, б  2 F0 ( 2T/d1               .                                                                                                                                                 

Задача 9.1                                   

Определить отношение силы 2F0 натяжения ремней по схеме рис.9.2, б к тяговому усилию Ft max при f = 0,1 и ( = 180(.                                                                  Ответ: 2F0/Ft max ( 6,4
Один из недостатков ременных передач – повышенная нагрузка на валы и опоры. Сила натяжения ремней при коэффициенте трения f = 0,1 почти в 6 раз больше тангенциальной силы зубчатой передачи при одинаковых моментах T  и размерах соответственно ведущего шкива и шестерни. Очевидно, что с увеличением коэффициента трения ремня о шкив это различие уменьшается. Так, при  f = 0,2  отношение 2F0/ Ft max = 3,3. 

Применение клинового ремня увеличивает предельное тяговое усилие за счёт увеличения силы трения между ремнём и стенками желобка на шкиве. На рис. 9.5 показана система сил dFс, действующих со стороны стенок желобка на элемент клинового ремня, который натяжением ремня прижимается к шкиву силой dN (см. рис. 9.5) .

Тогда в уравнение равновесия (m0 = 0  элемента ремня на рис. 9.5 вместо dFтр = f dN следует подставить соотношение dFтр = f dFс. 

Так как dN = dFс sin((/2), следовательно, в случае клинового ремня dFтр= f dN/sin((/2). Таким образом, уравнение равновесия элемента клинового ремня от уравнения равновесия элемента плоского ремня отличается значением коэффициента при величине dN. Вместо коэффициента трения  f  используется  приведенный коэффициент трения f ( = f / sin((/2). Для стандартных 

ремней угол ( ( 34( ... 40( и приведенный коэффициент трения f ( ( 3 f . 

Задача 9.2

Определить, во сколько раз при прочих равных условиях возрастёт тяговое усилие Ft max в случае замены плоскоременной передачи клиноременной при условиях задачи 9.1.

Решение:

При  f = 0,1 значение  f’(( 3 f = 0,3. Тяговое усилие плоскоременной передачи равно      Ft max = 2F0( 0,16; а клиноременной –  Ft max  = 2F0( 0,43; т.е. увеличится почти в 2,7 раза.

9.1.3. Передаточное отношение и конструктивные параметры 

ременных передач

Без учёта упругой деформации ремня линейная скорость ремня на ведущем и ведомом шкивах были бы одинаковыми. Тогда (1d1/2 ( (2d2/2 и передаточное отношение ременной передачи i = (1/(2 ( d2/d1 (рис. 9.6).

Угол обхвата ведущего шкива 

                 ( = ( – (;  sin (/2 = (d2 – d1)/ (2a) ( (i – 1) d1/(2a).
Из соотношения (9.6) следует, что при уменьшении угла ( тяговая способность ременной передачи снижается. Таким образом, при увеличении передаточного отношения i и уменьшении межосевого расстояния a уменьшаются угол обхвата ( и, соответственно, максимальное тяговое усилие. 
Угол ( обхвата ведущего (меньшего по диаметру) шкива меньше, чем ведомого. Поэтому согласно (9.6) буксование будет начинаться на ведущем шкиве. 

При одинаковом значении Ft max угол обхвата клиноременной передачи может быть меньше, чем плоскоременной передачи. Поэтому, максимальное передаточное отношение клиноременной передачи в два раза больше.

Благодаря более высокой тяговой способности межосевое расстояние и габариты клиноременной передачи  меньше, чем плоскоременной.  

Задача 9.3

Определить угол обхвата (пл плоскоременной передачи при i = 3 и d1/(2a)= 0,1 и при тех же условиях определить наибольшее передаточное отношение клиноременной передачи.

Решение:

Для плоскоременной передачи sin (/2 ( 0,2; ( ( 23(; (пл ( 157(. По условию задачи тяговые усилия клиноременной и плоскоременной передач равны, усилия предварительного натяжения ремней также равны. Следовательно,  имеет место равенство  f (пл = f ((кр. Принимая f ((3 f , получим  (кр ( 69(; ( ( 111(; sin (/2 ( 0,82. Максимальное значение i = 9. 

На практике  допускается применение клиноременной передачи с углом обхвата ( = 70(,  однако, из-за ускоренного повреждения ремней при малых углах охвата рекомендуется  imax = 6 и, соответственно, угол ( min = 120(. 

В процессе эксплуатации ременной передачи происходит необратимое удлинение ремней. Деформация   ремней не влияет на натяжение ремней и, следовательно, на тяговую способность передачи, выполненной по схеме на рис. 9.2, б. Конструктивно постоянное натяжение ремней осуществляется либо специальными натяжными роликами; либо неуравновешенной массой двигателя, установленного  на качающейся плите. 

Напротив, если предварительное натяжение ремней создаётся их растяжением при монтаже передачи (рис. 9.2, а),  то удлинение ремней в процессе эксплуатации приводит к снижению тяговой способности передачи. В этом случае требуемое натяжение при работе передачи поддерживают, производя периодическое подтягивание по мере вытяжки ремней перемещением двигателя, установленного на специальных салазках или качающейся плите.

Для повышения КПД передачи и долговечности ремней применяют специальные устройства, обеспечивающие автоматическое натяжение, пропорциональное действующей нагрузке.
9.2. ОСНОВЫ РАСЧЁТА РЕМЕННЫХ ПЕРЕДАЧ

9.2.1. Тяговая способность и скольжение в ременных передачах
Передача момента силой Ft  обусловлена различием натяжения F1 ведущей ветви и натяжения F2 ведомой ветви ремня. Различие сил приводит к разности деформаций ведущей и ведомой ветвей ремня. Заметим, что масса ремня, проходящего в единицу времени по ведущей (более растянутой) ветви ремня, равна массе ремня, проходящей по ведомой ветви. Следовательно, скорость ведущей ветви ремня (1 = 0,5(1d1 будет несколько больше скорости ведомой ветви (2 =  = 0,5(2d2. Этим объясняется упругое скольжение ременных передач.

Соответственно, величину ( = (0,5(1d1 – 0,5(2d2)/(0,5(1d1) = 1 – (2d2/((1d1) называют  коэффициентом скольжения. Тогда передаточное отношение ременной передачи можно записать в виде

                                    i = n1/n2 = (1/(2 = d2/[d1(1– ()].                               (9.11)

При номинальном режиме работы передачи значение ( ( 0,01 … 0,02. Поэтому принимают, что передаточное отношение ременной передачи i ( d2/d1. 

В частности, из-за упругого скольжения КПД  ременных передач несколько ниже, чем зубчатых, и составляет от 0,92 … 0,97 у клиноременных до 0,97… 0,98 у плоскоременных передач.  

Зависимость коэффициента скольжения ((и КПД ременных передач ( определяют экспериментально (рис. 9.7). Отметим, что 

               ( = Ft /(2F0) = (t /(2(0),        (9.12)                                 

где ( = Ft /(2F0) - коэффициент тяги.

Упругое скольжение (I) имеет место в пределах от ( = 0 до ( = (0. 

КПД ременной передачи достигает максимального  значения при ( = (0. В области значений от (0  до  (max имеет место частичное буксование  (II); КПД передачи уменьшается; режим работы передачи неустойчивый. 

Работа при частичном буксовании допускается только кратковременно (пуски, перегрузки). В области правее значений ( = (max наступает полное 

буксование. Отношение (0/(max составляет для плоскоременных передач 1,15 ...1,4; для клиноременных передач  –  1,5 ... 1,6.
Значение ( = Ft /(2F0) = (t/(2(0) характеризует отношение  полезного напряжения (t в ремне при передаче момента к напряжению предварительного натяжения ремня (0. По значению (0 определяют допустимое значение коэффициента тяги [(] = (0 /[s], где [s] – запас тяговой способности по буксованию, принимается в пределах 1,2 … 1,4. Соответственно, допускаемое полезное  напряжение в ремне, соответствующее началу частичного буксования ремней, равно                      

                                               ((t(0 = 2(0(0/[s],                                             (9.13)

Значение (0 определяют по результатам испытания так называемой «базовой» передачи. Условия испытания базовой передачи следующие: угол обхвата ( =1800, (0 = 1,8 МПа, передача горизонтальная, скорость 10 м/с, нагрузка равномерная. 

Значение ((t(0 для разных ремней приводятся в справочниках.

Допускаемое полезное напряжение ((t(  проектируемой ременной передачи определяют, учитывая отличие её конструкции и условий работы от условий испытания базовой передачи;

                                       ((t( = ((t(0 С( С( Сp С0,                                           (9.14)

где С( – коэффициент, учитывающий влияние угла обхвата на полезное напряжение ременной передачи; С( ( 1 при ( ( (;
      С( – коэффициент, учитывающий наличие центробежных сил; для передач, выполненных по схеме на рис.9.2, б, С( = 1;
      Сp – коэффициент, учитывающий влияние режима работы передачи;

      С0 – коэффициент, учитывающий способ натяжения ремней и наклон линии центров передачи к горизонту.

Полезное напряжение ремней должно соответствовать условию (t ( ((t(.
9.2.2. Напряжения в ремне
Расчёт ременной передачи ведётся по двум критериям: 

– по допускаемому полезному напряжению; в этом случае обеспечивается режим работы передачи без буксования;

– по максимальному напряжению в ремне при работе передачи; в этом случае обеспечивается требуемая долговечность ремней.

Условие прочности ременной передачи записывается в виде

                                            (max ( [(max],                                                     (9.15)    

где [(max] – допускаемое напряжение.

Максимальное напряжение имеет место в ведущей ветви ремня в момент её набегания на малый шкив. В передаче с автоматическим натяжением ремней (рис.9.2, б) это напряжение  оценивают как сумму 

                                  (max = F1/A + (и = (0 + 0,5(t + (( + (и ,                     (9.16)

где (0 – напряжение от предварительного натяжения ремня; 

(( = F( /A = ((2 – напряжение от действия центробежных сил;

              ( – плотность материала ремней (от 1250 у прорезиненных до 1000 кг/м3 у остальных ремней); при (  = 10 м/с напряжение (( ( 0,1 ...0,125 МПа;
(и – напряжение от изгиба ремня; определяется по формуле  (и = E(/ d,

              E – модуль упругости материала ремня, Е = 100 … 350  МПа, 

              ( – толщина ремня. 

Для снижения напряжения от изгиба принимают отношение  d/( ( 25  для кожаных ремней и d/( ( 30 для прорезиненных ремней.

Так как долговечность ремня обратно пропорциональна приблизительно шестой степени (0, рекомендуется ограничивать значение для плоскоременных передач (0 ( 1,5 МПа, для клиноременных передач (0 ( 1,8 МПа;

Долговечность ремня зависит не только от напряжения, но и от характера и частоты изменения этих напряжений. Поэтому ограничивают число пробегов ремня в секунду u = (/l, где ( – окружная скорость;  l – длина ремня. Для плоскоременных передач u принимается не более 3 ... 5; для клиноременных – не более 10 ...20. Это ограничивает минимально допустимую длину ремня.

В передачах, выполненных по схеме на рис. 9.2, а, напряжение в ведущей ветви ремня равно 

                                       (max = (0 + 0,5(t + (и .                                           (9.17) 

Допускаемое напряжение [(max] в (9.15) принимается по справочным данным в зависимости от требуемой долговечности ремней, отношения  d/(, числа пробегов U ремней в секунду и материала ремней. Так, при  u = 1 с-1 расчётная долговечность прорезиненных ремней передачи на двух шкивах находится в пределах от 950 часов при  d/( = 25 до 12400 часов при  d/( = 50. 
Представленные выше сведения о ременных передачах позволяют указать их преимущества и недостатки по сравнению с зубчатыми передачами. 

Достоинства ременных передач следующие:

–  возможность передачи момента на несколько ведомых шкивов, находящихся на расстоянии до 15 м от ведущего вала;
–  плавность и бесшумность;

– простота монтажа передачи при невысоких требованиях к относительному расположению ведущего и ведомых валов;

– буксование ременных передач при внезапных перегрузках исполнительного механизма предотвращает чрезмерную перегрузку двигателя и передаточных механизмов. 
Недостатки ременных передач обусловлены спецификой передач трением и невысокой прочностью ремней:

– в 5 …  7 раз большие габариты по сравнению с зубчатыми передачами; поэтому передаваемые мощности существенно меньше;
– значительные нагрузки на валы и опоры из-за натяжения ремней;

– зависимость передаточного числа от передаваемого момента вследствие упругого скольжения;

– малая долговечность ремней; 

– требуется устройство натяжения ремней.

9.3. МЕТОДИКА  РАСЧЁТА КЛИНОРЕМЕННЫХ ПЕРЕДАЧ
1. Согласно ГОСТ 1284.1 – 89 изготовляют семь типов клиновых ремней по размеру сечения: минимальный размер 0, далее А, Б, В, Г, Д, Е. 

Выбор сечения ремня производится по номограмме «частота вращения малого шкива – передаваемая мощность» при частоте вращения от 200 до 5000 оборотов в минуту и мощности от 2 до 400 кВт (рис. 9.8).

2. Для выбранного сечения ремня определяют номинальную мощность Р0, передаваемую одним ремнём в условиях типовой передачи. 

Значение Р0 находят по номограмме  «мощность – число оборотов и диаметр малого шкива» для данного сечения  ремня и его базовой длины. Пример такой номограммы приведен на рис. 9.9. 

Мощность, передаваемая одним ремнём, существенно зависит от диаметра малого шкива. Уменьшение

диаметра малого шкива позволяет уменьшить габариты передачи, но при этом увеличивается число ремней.

3. Расчётную мощность РР, передаваемую одним ремнём в условиях эксплуатации передачи, рассчитывают, вводя ряд коэффициентов; 

                                              РР = Р0 C( Cl Ci / CP,                                    ( 9.18)

    где C( – коэффициент угла обхвата; C( = 1 при  ( ( 180(; C( = 0,82 при  ( ( 120(; C( = 0,56 при ( ( 70(;  рекомендуемый угол ( ( 120(;

      Cl –  коэффициент длины ремня; учитывает число пробегов и принимается Cl = 1 для базовой длины; Cl находится в интервале от 0,8 для коротких до 1,23 для длинных ремней;

Ci – коэффициент передаточного отношения, принимается от Ci = 1 при i = 1 до Ci = 1,14 при i ( 3;

      CP – коэффициент режима нагрузки, принимается от CP = 1 при спокойной  до CP = 1,7 при ударной нагрузке.


4. Числа ремней определяют, учитывая неравномерность нагрузки  ремней, по формуле

                                            z = P/(РР CZ),                                                   (9.19)

Р – мощность, передаваемая ременной передачей;

CZ – коэффициент числа ремней, принимает значения от CZ = 1 при z = 1 до 

CZ = 0,85 при z ( 6;  число ремней рекомендуется не более 6, допустимо до 8.

5. Усилия предварительного натяжения F0 одного ремня определяют следующим образом. В соотношении для коэффициента тяги  ( = Ft /(2F0) производят замену Ft = Р/(z(); тогда F0 = Р/(2(z(). Принимая ( = 0,6, получим

                             F0 = 0,85 Р CP Cl / (z( C( Ci ) + F(.                               (9 .20)

Значение F( при автоматическом натяжении принимается равным нулю, а в случае периодического подтягивания рассчитывают по формуле F( = (А(2.

6. Силу Fr, действующую на вал определяется как геометрическая сумма сил F1 и F2 , угол между которыми равен (:  Fr  ( 2 F0 z cos ((/2).

7. Ресурс наработки рассчитывается по формуле

                                            Т = ТСР К1 К2,                                                    (9.21)

где ТСР = 2000 часов для среднего режима (умеренные колебания нагрузки); 

К1 – коэффициент нагрузки, принимается от К1 = 2,5 для спокойной нагрузки до К1 = 0,25 для резко переменной нагрузки;

К2 –  коэффициент климатических условий, принимается от К2  = 1 для центральной зоны России и К2  = 0,75 для зоны с холодным климатом.

Задача. 9.4

Определить параметры клиноременной передачи. Мощность Р = 5 кВт; частота вращения малого шкива n1 = 2920 об/мин; передаточное отношение i = 3. Натяжение ремней периодическое.

Решение:

1. По номограмме рис. 9.8 рекомендуемое сечение ремней А.

2. По номограмме на рис. 9.9 при d1 = 112 мм Р0 = 2,6 кВт. Диаметр большого шкива    d2 = 336 мм.

3. Длина ремня определяется как сумма прямолинейных участков и дуг обхвата по формуле l ( 2a + 0,5((d1 + d2 ) + (d2 – d1)2/(4a)  при условии, что 2(d1 + d2 ) ( а ( 0,6(d1 + d2 ). В проектируемой передаче 950 мм ( а ( 270 мм и 2520 мм ( l ( 1020 мм. Стандартная длина ремня находится в пределах от 1120 до 2500 мм. При длине ремня 1400 мм и i = 3 межосевое расстояние равно   а = 336 мм ( 0,6(d1 + d2 ) = 270 мм; окружная скорость ( = 17,1 м/с, а число пробегов ремня U = (/l = 12 с-1. Это соответствует ограничению для клиноременных передач U ( 10 … 20 1/с.

Угол ( = 180( – 57(d2 – d1)/а = 142( при а = d2 = 336 мм.

Коэффициенты в (9.18) равны C( = 0,89; Cl = 0,95; Ci = 1,14; CP = 1,1 …1,3 при умеренных колебаниях нагрузки [3, c. 289-290]. Тогда Рр = 2,6(0,89(0,95(1,14/1,3 = 1,93 кВт.

4. При Cz =  0,95 расчётное число ремней по (9.19) равно  zр  = 2,73; принимаем  z = 3.

5. По (9.20) сила предварительного натяжения одного ремня F0 = 101 Н + F(. Значение  F( = (А(2 = 28 Н при ( = 1200 кг/м3 и площади поперечного сечения ремня  А = 81( 10-6 м2. Таким образом, предварительное натяжение ремня F0 = 129 Н.

6. При ( = 180( – ( = 38(  сила, действующая на вал, Fr ( 2F0 z cos ((/2) = 732 Н..

7. При умеренных колебаниях нагрузки К1 = 1,0. Примем К2 = 0,75. Ресурс наработки ремней данной передачи Т = ТСР К1 К2 = 1500 часов.

10.4. МУФТЫ
Муфтами называют устройства, используемые для соединения концов труб, электропроводов, валов и т.п. Муфты в составе машинного агрегата, состоящего из двигателя, передаточного и исполнительного механизмов, изготавливаемых как отдельные изделия, предназначены для соединения  концов соосных валов. Различают муфты неуправляемые (постоянные соединительные), муфты управляемые и самоуправляемые, к последним относятся также предохранительные муфты. Ниже будут представлены только неуправляемые муфты механического действия, предназначенные для постоянного соединения концов соосных валов, вращающихся с одной и той же угловой скоростью.  Основная функция таких муфт – передача вращательного движения и крутящего момента с выходного вала одного агрегата на входной вал последовательно соединённого с ним другого агрегата. 

Выше при расчёте валов и реакций опор вала в расчётную схему была включена радиальная сила Fм, действующая со стороны муфты и возникающая из-за несоосности соединяемых валов. Эта сила дополнительно нагружает валы, подшипниками и другими деталями.

Как будет показано в гл.12, муфты, влияя на крутильную жёсткость системы, могут также существенно изменить уровень динамических нагрузок при работе машин и механизмов. Поэтому выбор типа и размеров муфты определяется как значением передаваемого момента и частоты вращения валов, так и возможным влиянием её параметров на динамические характеристики машинного агрегата. 

Муфты глухие образуют жёсткое соединение валов. Поэтому применяются при строго соосном расположении соединяемых валов или при малой изгибной жёсткости хотя бы одного из них.

Глухая втулочная муфта состоят из втулки, которая передаёт момент между валами через штифты (рис. 10.16, а), шпонки (рис. 10.16, б) или шлицы. Основные достоинства – простота конструкции и малые габариты. При монтаже и демонтаже необходимо иметь возможность смещать валы в осевом направлении.

Глухая муфта фланцевая (рис. 10.17) состоит из двух полумуфт, устанавливаемых на валах с использованием соединений с натягом, шпоночных или шлицевых соединений. Момент между муфтами передаётся с помощью болтов.  

Если болты установлены без зазора (рис. 10.17, а), они выполняют также функцию центрирования валов. Если болты установлены с зазором, то валы центрируются с помощью специального буртика на одной из полумуфт и 

внутренней цилиндрической поверхности во второй полумуфте (рис. 10.17, б). Фланцевые муфты широко распространены в машиностроении из-за относительно небольших размеров и простоты конструкции. Преимущественно используются муфты с установкой болтов с зазором, в частности, из-за простоты монтажа.

Расчёт болтов фланцевой муфты представлен в главе 11.

Муфты компенсирующие выполняются жёсткими или упругими. 

Жёсткие компенсирующие муфты обеспечивают передачу момента и компенсируют неточность взаимного расположения соединяемых валов:

– продольное смещение валов, возникающее при изменении теплового режима работы агрегатов;

– радиальное смещение (эксцентриситет) и угловое смещение (перекос), возникающие из-за неточности изготовления и монтажа.

Кулачково-дисковая муфта состоят из двух полумуфт 1 и 2 (рис. 10.18) и промежуточного диска 3. Выступы на промежуточном диске входят в пазы на внутренних торцах полумуфт; смещение диска компенсирует эксцентриситет до 0,04d и перекос осей валов до 30 минут. 

Изнашивание рабочих поверхностей муфты происходит в результате колебательного движения диска относительно полумуфт при повороте валов. С целью снижения износа используют смазку и поверхностное упрочнение рабочих поверхностей муфты. Наибольшая частота вращения муфты с металлическим диском составляет 200 оборотов в минуту, а с текстолитовым диском со смазкой – от 1500 до 8000 оборотов в минуту при диаметре валов от 130 до 15 мм. 

Зубчатая муфта (рис. 10.19) состоит из двух полумуфт с наружными зубьями и обоймы с двумя рядами внутренних зубьев. Обычно зубья эвольвентные, с укороченной головкой. Такая муфта компенсирует эксцентриситет, осевое смещение и перекос осей валов. Угол между осью обоймой и  осью любого вала не более 30 минут. Зубчатые муфты при относительно небольших габаритах передают большие крутящие моменты.

Износ является для этих муфт основной причиной утраты работоспособности. Для уменьшения износа зубьев и шумов в обойму заливают жидкую смазку. 

Максимальная частота вращения находится от 1400 до 6300 оборотов в минуту при диаметре валов  соответственно от 180 до 40 мм.
Упругие компенсирующие муфты компенсируют неточность взаимного расположения соединяемых валов, при правильном выборе способствуют снижению перегрузок агрегатов, возникающих в результате внезапного изменения внешней нагрузки. 

Упругие компенсирующие муфты состоят 

из двух полумуфт, момент между которыми передаётся через упругий элемент. В качестве упругих элементов муфт используются 

– витые цилиндрические пружины, пластины и пакеты пластин, разрезные гильзовые пружины, змеевидные пружины  (рис. 10.20), резиновые звёздочки; 

– гофрированные резиновые втулки или кольца (втулочно-пальцевая муфта с осевым смещением до 1...5 мм, радиальным до 0,3...0,6 мм, угловом до 1 градуса, рис. 10.21); 

– упругая оболочка в форме автомобильной шины (рис. 10.22) при радиальном смещении до 2 ...6 мм, угловом смещении до 2...6 градусов. 

Максимальный передаваемый момент при использовании упругих компенсирующих муфт в 2,5 .. 3 раза меньше при равных диаметрах соединяемых валов, чем жёстких компенсирующих муфт. Выбор упругих компенсирующих муфт выполняется с учётом изменения частоты собственных колебаний механической системы при установке таких муфт.


Параметры постоянных (соединительных) муфт стандартизованы. Выбор муфты зависит от передаваемого момента, скорости валов, условий и качества монтажа, а также динамических характеристик машинного агрегата (см. гл. 12).
10.3. ПОДШИПНИКИ СКОЛЬЖЕНИЯ

10.3.1. Общие сведения

Основной элемент подшипника скольжения – вкладыш монолитный или  с тонким слоем антифрикционного материала (рис. 10.10). 

Поверхность вкладыша покрыта тончайшей масляной плёнкой, которая удерживается благодаря взаимодействию активных молекул масла с материалом вкладыша. На вершинках неровностей поверхности деталей возможны разрывы плёнки. В местах разрывов при непосредственном контакте деталей имеет место адгезионное взаимодействие материалов, интенсивность которого существенно зависит от химического состава материалов контактирующих деталей. При интенсивном взаимодействии данной пары материалов происходит отрыв микрочастиц поверхностного слоя контактирующих деталей, что вызывает катастрофически быстрое изнашивание.

В качестве материалов подшипников скольжения применяют такие материалы, адгезионное взаимодействие которых в парах со сталями относительно невелико и не приводит к отрыву частиц металла с поверхности стальной детали при разрыве масляной плёнки. В качестве антифрикционных материалов используются баббиты на основе олова и свинца при рабочих температурах до 110(С, литые бронзы, антифрикционные чугуны, пластмассы. Применяются также пористые металлокерамические вкладыши на основе порошка бронзы или железа с добавками графита, меди, олова или свинца. 

Жидкая смазка, находящаяся в порах антифрикционного материала вкладыша, выдавливается при перегрузках; этим обеспечиваются удовлетворительные условия при кратковременной работе подшипника в режиме граничного трения. Для уменьшения расхода дорогостоящих материалов используют биметаллические вкладыши, представляющие собой стальную ленту с нанесённым на неё тонким антифрикционным слоем баббита, свинцовой бронзы, серебра, сплава алюминия с содержанием вкраплений олова до 30% и т.п. 

Потери на трение – основной показатель качества подшипника скольжения, так как от этого зависят потери мощности, износ и нагрев подшипника. 

При работе подшипника скольжения в режиме граничного трения  коэффициент трения порядка 0,1; значение  величины (оп = 1 – (оп, учитывающей потери мощности в одной паре подшипников скольжения, составляет для подшипников с вкладышем из бронзы 0,97 ... 0,98; с баббитовой заливкой – 0,98 ... 0,99. При относительно небольших скоростях скольжения давление, создаваемое маслом, ещё недостаточно для отрыва вала от вкладыша. Режим трения неустойчивый, коэффициент граничного (смешанного) трения находится в пределах от 0,008 до 0,1. 

В режиме жидкостного трения образуется масляный слой, толщина которого превышает высоту неровностей поверхности вала и вкладыша. Потери на трение в этом случае обусловлены только вязкостью жидкой смазки. Коэффициент трения достигает наименьшего значения порядка 0,001 … 0,005. 

Основные преимущества подшипников скольжения по сравнению с подшипниками качения связаны с их конструктивными особенностями:

–  вкладыши подшипников скольжения изготавливаются как неразъёмными, так и разъёмными (рис.10.10); это позволяет устанавливать их и на концевых участках валов и на шейках, например в случае многоопорных валов судов или коленчатых валов двигателей внутреннего сгорания;

– разъёмные вкладыши позволяют регулировать зазоры между шейкой вала и вкладышем, что важно для прецизионных машин;

– относительно широкий спектр материалов вкладышей позволяет выбрать те из них, которые обеспечивают работоспособность подшипников в особых условиях, например в условиях коррозии при работе гидротурбин или при ударных нагрузках;

– габариты подшипников скольжения в радиальном направлении при равной грузоподъёмности существенно меньше, чем  подшипников качения. 

 Особое преимущество обусловлено использованием в подшипниках скольжения эффекта образования при повышенных скоростях масляного клина, разделяющего поверхности вала и вкладыша подшипника. Специфические особенности подшипников скольжения обусловили их применение в качестве опор мощных  электрогенераторов и турбин  с жидкой смазки при высоких (свыше 30 м/с) скоростях скольжения, а также в качестве опор валов с газовой смазкой при частоте вращения вала свыше 100000 об/мин.

Основные недостатки подшипников скольжения связаны со спецификой условий образования масляного слоя (см. ниже) и его неустойчивостью при смене режима работы (пуск, остановки, внезапные перегрузки). 

Виды повреждений и отказов подшипников скольжения

1. В результате изнашивания  вкладышей и шеек валов ухудшаются эксплуатационные показатели машин (коэффициент полезного действия, расход масла, устойчивость работы при смене режима). Для увеличения ресурса применяют поверхностное упрочнение шеек вала (поверхностную закалку, цементацию и другие), очистку смазки от пыли и продуктов износа, охлаждение подшипников.

 2. В условиях частой смены режима работы наблюдается усталостное разрушение поверхностного слоя вкладышей, например, подшипников сельскохозяйственных, дорожных и транспортных машин, подшипники которых работают в условиях граничного режима трения.

С целью уменьшения влияния неточности изготовления и деформаций в процессе эксплуатации на изнашивание и разрушение вкладыша и шейки вала используют самоустанавливающиеся вкладыши с внешней сферической поверхностью. Конструкция таких подшипников обеспечивает небольшой поворот вкладыша вокруг оси, перпендикулярной плоскости действия изгибающего момента.

3. В результате интенсивных перегрузок возможно заедание цапфы или шейки вала во вкладыше. Резко возрастают потери на трение. Интенсивный разогрев подшипника может привести к плавлению легкоплавких антифрикционные материалов. Для предотвращения заедания при работе машин с резкими изменениями нагрузки применяются гидростатические подшипники с принудительной подачей масла под давлением в зону контакта вала с вкладышем.

( 10.3.2. Основы гидродинамической теории жидкостного трения

Основы гидродинамической теории  трения заложены  русским учёным Н.П. Петровым в 80-ые годы XIX века. В  гидродинамической теории трения принята следующая модель жидкости: 

·  жидкость несжимаема;

·  справедлив закон Ньютона для вязкой жидкости.

Согласно закону Ньютона, сила F сопротивления движению пластинки 

                                 F = ( A d(/dy,  или  ( = ( d(/dy,                               (10.16)

где A – площадь пластины, ( – динамическая вязкость жидкости; 

      d(/dy – градиент скорости жидкости в направлении, перпендикулярном направлению скольжения;

       ( – напряжение сдвига, возникающее из-за разности скоростей скольжения слоёв жидкости при движении пластины. 

Согласно уравнению Ньютона (10.16) размерность динамической вязкости  ||(||= (Н/м2): {(м/с)/м} = Па(с.

Рассмотрим движение пластины относительно горизонтального основания при наличии между ними слоя жидкости  (рис. 10.11). На слегка наклонённую пластину длиной b действует вертикально направленная сила Fr. Угол наклона пластины обозначим буквой (. При скоростях скольжения (a ( (кр пластина полностью отрывается от основания.  

При теоретическом исследовании данного явления принимают, что ширина пластины существенно больше её длины. Это позволяет не учитывать истечение жидкости по краям пластины и существенно упрощает решение задачи (с математической точки зрения). Рассмотрим решение задачи жидкостного трения на основе двухмерной модели. Для этого запишем условия равновесия элементарного объёма жидкости,  находящегося между пластиной и основанием. Из-за разности скоростей жидкости на верхней грани элементарного объёма ( + d( и жидкости на его нижней грани ( имеет место разность напряжений сдвига d(.
Очевидно, что равновесие элементарного объёма возможно при условии, что в направлении скорости скольжения есть приращение давления dp. Из условия равновесия элементарного объёма жидкости получим 

                         – [p + ((p/(x)dx] dy + p dу + [ + (((y)dy] dx – 
                                                   (p/(x = ((y.                                                                 (10.17)
Так как толщина слоя масла в подшипниках скольжения составляет десятые и сотые доли миллиметра, считают, что давление p не зависит от у и постоянно по толщине слоя и (10.17) записывают в виде отношения дифференциалов:
                                                                dp(dy = d((dx и d(/dу = dp/dx.                                  

Согласно (10.16) ( = ( d(/dу; в результате получим 

                                                                dp/dx = ( d2(/dу2.                                             (10.18)                          

Интегрируем (10.18) дважды по у:


                                                            d(/dу =             + C;


                                                            ( =              + Cy + D.

Произвольные постоянные интегрирования определяются из следующих граничных условий:

· при у = 0 скорость ( = 0, следовательно, D = 0;

· при у = h скорость ( = (а, тогда 

                                                                C =         –              .

Таким образом, скорость масла в масляном слое равна


                                                        ( =                         ) +        y                                     (10.19)

Заметим, что на краях пластины  x1 и x2  давление р = 0. Но так как подъёмная сила  не равна нулю, соответственно, не равно нулю и среднее давление под пластиной. Таким, образом, в промежутке между x1 и x2  должен быть максимум давления р= pmax.

Максимуму давления соответствует dp/dx = 0; следовательно, при р = pmax согласно (10.19) зависимость скорости линейна: ( = (а y/hm, где hm – толщина масляного слоя, давление в котором максимально. Очевидно, что в единицу времени через сечение hm проходит объёмный поток жидкости (без учёта утечки масла через боковые края пластины) равный   Qm = ½ (аhml, где l – ширина пластины. (Законы распределения давления в сечениях x1 и x2, можно оценить качественно, зная, что максимальная скорость движения  жидкости равна скорости скольжения пластины (a, а объём жидкости, протекающий в единицу времени  через любое сечение под пластиной, остаётся постоянным.)
Предполагается, что сплошность жидкости сохраняется; при относительно небольших давлениях жидкость считается несжимаемой. На этом основании принимается равенство потоков жидкости в любом сечении, т.е.

                                              Qm = Q = ((l dy = ½ (аhml .                                             (10.20)
Подставив значение ( из (10.19) в (10.20) , получим 

                                                   dp/dx = 6((а(h – hm)/h3.                                               (10.21) 

Согласно (10.21) в области значений от h1 до hm производная  dp/dx положительна и давление возрастает. В области от  hm  до h2 производная  dp/dx отрицательна и давление уменьшается. Но в области h1 ( hm производная dp/dx возрастает медленнее, чем убывает в области hm ( h2. Соответственно, сечение hm находится не по середине длины пластины, и максимум давления несколько смещён в сторону более узкой части зазора между пластиной и основанием. 

При постоянном значении  ( давление под пластиной р = ( 6((а(hm – h)dx/h3  положительное, если разность hm – h не при всех h равна нулю. Это условие выполняется, если разность h1– h2 не равна нулю, т.е. угол наклона пластины        ( ( 0. Опыт показывает, что при высоких скоростях скольжения в результате повышения температуры жидкости и, соответственно, уменьшения её вязкости к левому краю пластины,  подъёмная сила возникает и при ( = 0.
В радиальных подшипниках (рис. 10.12) клиновая форма масляного слоя обусловлена наличием диаметрального зазора S = D – d между шейкой вала и вкладышем (рис. 10.12, а). 

С повышением скорости вращения вала ( толщина разделяющего масляного слоя увеличивается. Центр цапфы (шейки) вала О1 приближается к центру отверстия О2 вкладыша, но не совпадает с ним, так как в этом случае подъёмная сила была бы равна нулю. 

Чтобы использовать для инженерного расчёта зависимости, полученные при теоретическом анализе явления, необходимо установить, какие именно параметры реального объекта соответствуют величинам, входящим в эти зависимости. При расчёте радиальных подшипников скольжения в (10.21) в связи с переходом к полярной системе координат производят замены: 

– скорость (а= ½(d, где d – диаметр вала;

– толщина масляного слоя  h = h( = emax + e cos (;

– величина dx = (0,5d)d(.
Вводят также отношение ( = S/d, называемое относительным зазором в подшипнике, и относительный эксцентриситет (= e/emax . Из простых геометрических  соотношений получим равенства

h = h( = emax + e cos (  = (S/2) (1 + ( e cos ();
( = (emax – hmin )/emax = 1 – hmin /(S/2) = 1 – 2 hmin/ ((d);

                                                              hmin = 0,5(1 – ()(d.                   (10.22)


В результате получим dp =             (((((() d(,                                       (10.23)

где (((((() – безразмерная функция ( и угла (. 

В результате интегрирования (10.23) находят зависимость давления, а затем подъёмной силы Fr от параметров подшипника в виде

                                             Fr = CF ((ld/ (2,                                           (10.24)

где  CF = f (l/d, () – коэффициент нагруженности подшипника, являющийся безразмерной функция величин l/d и (. 

Заметим, что теоретическая модель всегда разрабатывается на основе упрощения реального явления. Так, не учитывается отток жидкости через боковые поверхности, не принимается во внимание наличие неровностей поверхности пластины и основания. Но теоретическая модель позволяет выявить величины, определяющие данное явление. Влияние различных факторов, учитываемых и не учитываемых при выводе (10.21) и (10.24), оценивается экспериментально. Экспериментальные значения CF  даны в форме зависимости от ( при различных отношениях l/d (рис. 10.13).  Чем меньше длина вкладыша l,  тем в большей степени сказываются утечка масла через торцевые зазоры вкладыша. Поэтому увеличение  l/d повышает нагрузочную способность подшипника. 
Подъёмная сила Fr прямо пропорциональна угловой скорости ( и вязкости (. Снижение вязкости масла при нагреве подшипника (рис. 10.14) приводит к уменьшению нагрузочной способности подшипника в режиме жидкостного трения. С другой стороны, при высоких угловых скоростях подъёмная сила может быть достаточно большой даже при малых значениях вязкости. Так, в особо высокоскоростных подшипниках в качестве смазки используют газы (аэростатические и аэродинамические подшипники). 

Физический смысл равенства (10.24) состоит в следующем: в условиях жидкостного трения при изменении условий работы подшипника (нагрузки Fr, вязкости (, угловой скорости () происходит самопроизвольное (автомодельное) изменение толщины масляного слоя и, соответственно, коэффициента CF так, что режим жидкостного трения сохраняется. 

  Снижение вязкости масла ( при нагреве подшипника компенсируется увеличением градиента скорости скольжения, т.е. уменьшается толщины масляного слоя hmin, что согласно зависимости  CF(() равносильно увеличению значения коэффициента CF (рис. 10.13). Заметим, что при уменьшении минимальной толщины масляного слоя hmin повышается вероятность нарушения жидкостного режима трения. 

( 10.3.3. Работоспособность и параметры  подшипника скольжения

Очевидно, что режим работы подшипника скольжения существенно зависит от вязкости масла. В свою очередь, вязкость масла определяется температурой подшипника, значение которой зависит от потерь на трение и условий охлаждения подшипника.                
Важной характеристикой подшипника скольжения является коэффициент трения. Используя закон Ньютона для вязкой жидкости, определим момент сил гидродинамического трения
                  Ттр = 0,5Fтр d = 0,5((dl(() d = 0,5(d 2l(( d(/dy).

Приняв скорость ( = 0,5(d  и градиент d(/dy постоянным по зазору S и равным  d(/dy= 0,5( d/S = 0,5 (/( , запишем 

              Ттр = Стf (( l d2/(,              (10.25)

где Стf  – безразмерная величина, зависящая от отношения l/d и ( (рис. 10.15).

При стационарном режиме мощность тепловыделения Ртр = Ттр( постоянна и равна мощности отвода тепла Рохл = КтА(t. Коэффициент теплоотдачи для подшипников скольжения принимается равным Кт = 25 ...  … 40 Вт/ (м2((С), а расчётная охлаждаемая площадь в зависимости от конструкции  подшипника принимается А = (15 ... 40) l d. 

Используя уравнение теплового баланса  определяют значение температуры масла и сравнивают его с допустимой рабочей температурой масла;

                  (         tм = 200С + (t = 200С +Ттр (/ (Кт А) (  (tм(.                  (10.26)

Сопоставление зависимостей (10.24) и (10.25) позволяет установить соотношение между моментом трения и подъёмной силой;
         Ттр/Fr = (Стf (( l d2/()/(CF (( l d/(2) = (Стf /CF)((d) = Стf S/CF.           (10.27)

Соотношение (10.27) запишем в форме, удобной для анализа;

 Ттр /Fr = 0,5Fтр d /Fr ( 0,5f Fr d/ Fr = 0,5f d = Стf S/CF;  f  = 2(Стf /CF.    (10.28) 

Выполним оценку возможных значений S и hmin, используя (10.28). При ( = = 0,75 и d/l = 1 значение Стf = 5,3, а CF = 2,5. Принимая значение коэффициента трения f в пределах от 0,0015 до 0,0025, согласно (10.28) получим, что относительный зазор находится в пределах  ( = 0,00035 … 0,00060, а значение диаметрального зазора при диаметре вала d = 100 мм составляет S = 35 … 60 мкм. Соответственно, толщина масляного слоя hmin = 0,5(1 – ()(d = 4,5 мкм. 

Если в результате  кратковременной перегрузки минимальная толщина масляного слоя hmin окажется равной суммарной высоте неровностей поверхности шайки вала R1 и вкладыша R2, произойдёт нарушение жидкостного режима трения. Заметим, что в рассмотренном примере при кратковременном превышении нагрузки в 1,5… 2,0 раза минимальный зазор равен hmin = 2,6 … 3,6 мкм, т.е. уменьшится в 1,25 … 1,7 раза. Соответственно, сумма R1 + R2 должна быть меньше этого значения. 

При расчёте подшипников скольжения принимают нормативный коэффициент запаса по толщине масляного слоя [sh] = 1,5 … 2,0 и условие надёжности подшипника жидкостного трения записывают в виде

                                   sh =  hmin/ (R1 + R2)( [sh].                                        (10.29) 

Выбор посадки с зазором (таблица 10.5) и назначение шероховатости контактирующих поверхностей  является составной частью решения задачи обеспечения надёжности подшипников скольжения.

Рекомендуется параметр шероховатости поверхности шейки вала не ниже  Rz = 3,2, что соответствует 8 классу; а вкладыша – не ниже Rz = 6,3 мкм, что соответствует 7 классу шероховатости.

Задача 10.14

Как изменится запас по толщине масляного слоя, если при заданном значении радиальной нагрузки температура масла оказалась выше расчётной. 

Решение:
Так как вязкость масла ( уменьшится, то при том же значении Fr = idem согласно зависимости (10.24) коэффициент CF должен увеличиться. Соответственно, должно увеличиться значение ( (рис.10.13). Из соотношения (10.23)  следует, что минимальный зазор hmin уменьшится. Следовательно, согласно (10.29), запас по толщине масляного слоя уменьшится.                                               
Ход решения запишем в форме: tм(( ((( при Fr = idem CF (( ((( h min((S h (.
Задача 10.15

Увеличилась частота вращения вала. Как изменится коэффициент запаса по толщине масляного слоя sh?      Ответ: увеличиться, а затем уменьшится до значения ниже исходного.

Задача 10.16

Как измениться коэффициент запаса по толщине масляного слоя sh, если увеличиться нагрузка Fr.                                                                                                       Ответ: уменьшится.
10.3.5.  Расчёт подшипника при граничном трении

Режим граничного трения характерен для тихоходных машин, а также быстроходных машин при пусках и остановках, при резких сменах нагрузок, в условиях недостаточного охлаждении, неудовлетворительной подачи масла. 

Расчёт по условному давлению применяется для подшипников тихоходных валов и осей, а также машин с кратковременным режимом работы и значительными перерывами. Условие работоспособности записывается в форме

                                             p = Fr / (ld) ( [p],                                         (10.31)

где [p] назначается по условию отсутствия выдавливания смазки: 

– для вкладышей из серого чугуна СЧ36 [p] = 2 МПа;

– для вкладышей из антифрикционного чугуна  АВЧ-2    [p] = 12 МПа;

– для вкладышей из литой бронзы БРО10Ф1 [p] = 15 МПа; 

– для вкладышей с заливкой баббитом Б16 [p] = 15 МПа. 

Расчёт по произведению скорости на давление упрощённо учитывает нагрев подшипников средней быстроходности (скорость скольжения до 12 м/с). 

Условие надёжности записывается в форме

                                                 p( ( [p(].                                                  (10.32)

Допускаемое значение  [p(] назначается по условию допустимой температуры нагрева подшипника для вкладышей

– из АВЧ-2 при скорости до 1 м/с  равным 12 МПа( м/с;

– из бронзы БРО10Ф1 при скорости до 10 м/с равным 15  МПа( м/с;

– с заливкой баббитом Б16 при скорости до 12 м/с равным  10 МПа( м/с.

Задача 10.22

Выбрать материал вкладыша подшипника (см. задачи 10.19 – 10.21) по критериям (10.31) и (10.32).                                                         Ответ: бронза БрОФ 10-1 или баббит Б16.
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Рис. 3.17. К определению уравнения       


                  изогнутой оси стержня 
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Рис. 3.18. Зависимость формы оси стержня при сжатии продольной силой от числа n
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Рис. 3.19. Зависимость формы оси стержня при сжатии продольной силой от способа закрепления его концов
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Рис. 3.20. Определение допускаемых напряжений при продольном сжатии 


в зависимости от гибкости стержней
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 Рис. 3.21. К определению


     знака в уравнении (3.40)
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Рис. 3.22. К определению углов поворота 


                и прогибов консольной балки
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Рис. 3.23. К определению 


прогибов и углов поворота балки 


на двух шарнирных опорах








F





A





B





C





a





l





b





Fbx





6ЕJz l





Fb





6ЕJz l





Fa





6ЕJz l





Fa





6ЕJz l





б)





a)





l1+(l1





l1





А1





F2





 l2+(l2





F1





А2











 l2





Рис. 3.24. К определению зависимости


потенциальной энергии деформации от действующих нагрузок и перемещений
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Рис. 3.25. К доказательству теоремы о минимуме потенциальной энергии деформации
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Рис. 12.1. К определению моментов инерции тел 


                простой геометрической формы
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          Рис.12.2. Схема сил инерции 


при вращении неуравновешенного ротора 





((





((





((





((





((





((





((





((





((





((





((





((





((





Рис. 12.3. Схема сил и перемещений поршня
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Рис. 12.4. Схема сил, действующих на МТ
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Рис. 12.5. Графики периодического (а) и гармонического (б) колебаний периода Т и амплитуды ха
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Рис. 12.6. К определению сдвига  


    фаз гармонических колебаний
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Рис. 12.7. Векторная диаграмма 


       гармонического колебания
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Рис. 12.8. Векторная диаграмма 


сил при гармоническом движении
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Рис. 12.9. Структурная модель согласно (12.13)
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Рис. 12.10. К определению собственной частоты колебаний системы при последовательном (а и в) и параллельном (б) соединении упругих элементов





0





0





х





m





c1





c2





m





х





0





0





c1





0





0





х





m





c2





c2





c1





а)





б)





в)





1





1/с1 + 1/с2





с1 + с2





    m





 с1 с2/(с1 + с2)





    m





c2





0





0





х





m





c1





c3





c4





х2





х1





F2





m1





m2





c





F1





Fпр





Fпр





((





((





((





((





m





c





.





.





..





.











1





1





.   . 





.   . 





x0 + nx0





.





k1





.





.





k1 x0





x0 + nx0





.





(12.19)





(x0 + nx0) 





2





Рис. 12.11. Зависимость свободных колебаний системы с вязким демпфированием 
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Рис. 12.12.  К анализу 


       уравнения (12.21)
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Рис. 12.14. Векторная
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Рис. 12.16. К определению усилия, 


                  передаваемого машине
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Рис. 12.17. Расчётная схема 


          машинного агрегата
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Рис. 12.3. Схема сил и перемещений поршня
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Рис. 12.9. Структурная модель согласно (12.13)
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Рис. 12.14. Векторная


           диаграмма сил
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Рис. 12.16. К определению усилия, 
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Рис. 12.17. Расчётная схема 


          машинного агрегата
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Рис. 9.1. Формы поперечного сечения ремней ременных передач
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Рис. 9.5. Схема сил, действующих на элемент клинового ремня
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Рис. 9.6. К определению зависимости между углом обхвата и передаточным отношением ременной передачи
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Рис. 9.8. Номограмма выбора сечения 
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Рис. 10.10. Подшипник скольжения радиальный:


1 – крышка подшипника; 2 – верхний вкладыш;


3 – антифрикционный материал; 4 – шейка вала;


5 – нижний вкладыш 
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Рис. 10.11. Модель жидкостного режима трения
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Рис. 10.12. Параметры радиального подшипника скольжения неподвижного вала (а) и при частоте вращения, соответствующей жидкостному  режиму трения (б)
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Рис. 10.14. Зависимость динамической 


             вязкости масел от температуры:


1 – индустриальное И-12А; 2 – турбинное 22;


3 – индустриальное И-40А; 4 – авиационное МС-20





0





1





6





3





0,5   0,6    0,7   0,8    0,9  





(   





 l/d = 1   





 l/d = 0,4   
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Рис. 10.18. Кулачково-дисковая муфта
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Рис. 10.22. Муфта с торообразной упругой оболочкой:


1 – соединительное кольцо;


2 – прижимные полукольца;


3 – винты; 4 – упругая оболочка 
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