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3. КРУЧЕНИЕ И ИЗГИБ СТЕРЖНЕЙ
Кручение и изгиб (совместно или раздельно) характерны для большинства деталей: валков прокатных станов, ходовых винтов, валов различных машин и механизмов, элементов строительных конструкций и т.п. В данном разделе решается задача определения напряжёний при изгибе и кручении. Деталь моделируются стержнем. Предполагается также, что применима гипотеза плоских сечений, которая предписывает условия совместности деформаций элементарных объёмов поперечного сечения.  

       3.1. КРУЧЕНИЕ
При кручении в данном сечении детали действует момент Mx (рис. 3.1), вектор которого направлен перпендикулярно плоскости рассматриваемого сечения. Мысленно проведём плоскость сечения I-I (рис. 3.1, а) перпендикулярно оси вала. Выполним следующие действия:

· составим уравнения равновесия мысленно отсечённой части детали;

· определим деформацию материала детали, исходя из условий совместности деформаций элементарных объёмов данного сечения;

· решим уравнения равновесия и совместности  деформаций.

Из условия равновесия отсечённой части следует, что момент внутренних сил Mx в плоскости I-I относительно оси x равен моменту внешних сил Т (рис. 3.1, б). 
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Очевидно, что момент внутренних сил Mx создается касательными напряжениями в плоскости, перпендикулярной оси x. Для определения зависимости между касательными напряжениями и крутящим моментом Mx выделим элемент вала dx плоскостью II-II, которая  параллельна плоскости I-I.  

Из условия равновесия этого элемента следует, что момент внутренних сил Mx равен  сумме элементарных моментов сил, создаваемых  касательными напряжениями, действующими в плоскости  II-II (рис. 3.2): 

[image: image2.bmp]                                                Mx = ( (dA((,

где ( – касательное напряжение на элементарной площадке  dA;
[image: image3.bmp]( – радиус, равный расстоянию от центра вала до площадки dA;

А – площадь интегрирования (площадь поперечного сечения вала).
Предполагаются следующие условия совместности деформаций элементарных объёмов при кручении: 

–  справедлива гипотеза плоских сечений, т.е. поперечные сечения плоские и перпендикулярны оси вала до и после   приложения крутящего момента;

–  все радиусы данного сечения остаются прямыми линиями, т.е. поперечное сечение поворачивается вокруг оси x как тонкий жёсткий диск. 

Таким образом, деформация элементарных объёмов при кручении рассматривается как чистый сдвиг. Согласно закону Гука при чистом сдвиге, касательные напряжения  ( = G(, где  ( –  относительный сдвиг.  
В результате действия внешнего момента происходит поворот одного сечения относительно другого. Плоскость С0В, проходящая через образующую цилиндра и ось х, после приложения внешнего момента Т переместится в положение С0А. Произойдёт сдвиг, равный (п на поверхности радиуса  R.
Обозначим символом d( – угол поворота плоскости сечения II-II относительно плоскости  I-I. Тогда длина дуги АВ равна (п dx = R d(. 

Таким образом, (п = R (d(/dx) = R(, где ( = d(/ dx – относительный (погонный) угол закручивания; его размерность – радиан/м. Значение ( = d(/dx не зависит от радиуса R. Поэтому сдвиг (  линейно зависит от расстояния ( данного объёма до центра кругового сечения, т.е. ( = ((. 

Используя закон Гука и условия совместности деформаций, запишем, что              ( = G( = G((. Это соответствует линейной зависимостиь напряжений при кручении от расстояния данного объёма до оси поворота сечения.

При совместном решении уравнения равновесия и уравнения ( = G(( получим зависимость 

                                            Mx = ((dA(( = (G() ((2dA= G(Jp ,

                                                           А                         A
[image: image4.bmp]где интеграл Jp  =  ((2dA  по площади поперечного сечения  называется 
полярным  момент инерции сечения (размерность его – м4 ). 

Тогда относительный угол закручивания равен 

                                                    ( = Mx /(G Jp ).                                            (3.1)

Касательное напряжение ( = G(( = Mx (/Jp  не зависит от модуля G .
Максимальное значение касательного напряжения имеет место при ( = R:   

                                         (max = Mx R/ Jp = Mx / Wp,                                       (3.2)

где Wp = Jp/R – полярный момент сопротивления сечения.

Условие прочности  при кручении записывается в виде  (max ( [(].        (3.3)
3.1.1. Геометрические характеристики сечения при кручении
Структура зависимости касательного напряжения (max при кручении (3.2) от нагрузок и параметров детали подобна структуре зависимости напряжения при линейном растяжении стержня ( = F/A0. В обе зависимости входят характеристики поперечного сечения: при растяжении – площадь поперечного сечения  A0; при кручении – полярный момент сопротивления сечения  Wp. Эти характеристики не зависят от нагрузок (сил или моментов сил) и являются геометрическими характеристиками поперечного сечения. 

Круговое поперечное сечение радиуса r
[image: image5.bmp]
[image: image6.bmp]Полярный момент сопротивления Wp= Jp/R,    где  Jp  = ((2dA. 

Принимая, что в полярных координатах (рис. 3.3) элемент площади dA = (d((d(, запишем

                R  2(
 Jp  = ( (2dA =   (  ( (3 d( ( d(= ½ (R 4 ;         (3.4)                              

A                 0  0

 Wp = Jp/R = ½ (R 3 .                              (3.5) 

Задача 3.1.

В качестве рессор танков используются специальные валы-торсионы, диаметр которых в десятки раз меньше длины. Определить, выполняется ли условие (3.3) прочностной надёжности рессор танка при следующих условиях. Радиус балансира Rб = 600 мм, вес танка Q = 30 т. Коэффициент перегрузки рессор танка по сравнению со статической нагрузкой равен Кп = 3. Количество торсионов n = 12,  диаметр торсиона  d = 60 мм. Допускаемое напряжение [(] = 1100 МПа, модуль упругости при сдвиге G = 0,8( (10 5 МПа.
                                                                                     Решение:

Согласно условию прочности при кручении (max = Mx / Wp ( [(]. 

Значение Mx определим из условий равновесия: Mx = NRб; N = F = КпQ/n, где N – реакция опоры катка.
Таким образом, получим соотношение  (max = КпQ Rб /(Wp n), 

где Wp = ½ (R3 = (d 3/16 = 42,4(10-6 м3.
Ответ: (max = 1040 МПа ( [(].
Условие прочности выполняется. 

. 
Кольцевое поперечное сечение
Значение полярного момента инерции сечения Jp  для кольцевого сечения получим, интегрируя в пределах изменения ( от R0 до R, где R0 – радиус внутреннего круга кольцевого сечения: 

                                            R  2(
                     Jp  =  ( (2dA =   ( ( (3 d( ( d( = ½ ( (R4 – R04 ).                          (3.6)

                                 A                R0  0

Значение полярного момента сопротивления

                    Wp = Jp/R  =  ½ ( R3 (1 – R04/ R4) = ½ ( R3 (1– (4),                    (3.7) 

где ( = R0/R.
Примечание.  Несмотря на увеличение стоимости механической обработки полого вала по сравнению со сплошным валом применение полых валов более эффективно. Так, при отношении ( = R0/R = 0,6 показатели жёсткости (3.6) и  прочности (3.7) при кручении снижаются на 13 процентов, а  масса вала уменьшается на 36 процентов.  Кроме того, при механической обработке полых валов удаляется центральная часть поковки вала, наиболее поражённая различными дефектами металлургического происхождения (шлаками, порами, примесями, снижающими сопротивление разрушению).  
3.1.2. Расчёты на прочность и жёсткость при кручении
1. Критерий прочности при кручении записывается аналогично критерию прочности при сдвиге:  (max ( [(].
При статических нагрузках [(] принимается в долях от предела текучести при сдвиге, обычно   [(] ( (0,5 ... 0,6) [(]. 
2. Критерий жёсткости валов механических приводов при кручении 

                                                       (  (((((,                                                    (3.8)

где  (  –  расчётный относительный угол закручивания;

       ((( –  допустимый относительный угол закручивания.

Значение допустимого относительного угла закручивания (((( принимается в зависимости от условий работы механизма от 0,3 до 2 градусов на 1 м длины вала.

Полный угол закручивания ( (в радианах) определяется  суммированием углов закручивания на отдельных участках ступенчатого вала. Для части вала постоянного диаметра и длиной l угол закручивания равен

                                      l                l
                             ( =   ( ( dx  =  ( Mx dx /(G Jp).

                                            0               0

При постоянных значениях Mx и Jp угол закручивания равен 

                                             ( = Mx l /(G Jp).                                                  (3.9)

Задача 3.2

Определить, выполняется ли условие жёсткости [(] = 1(/м. при кручении вала диаметром  d = 150 мм, изготовленного из стали с модулем сдвига  G = 0,7(105 МПа. Мощность, передаваемая валом, равна Р = 400 кВт, частота вращения  вал  n = 120 об/мин. 

Решение:

Мощность Р = Т(; угловая скорость ( = (n/30. Относительный угол закручивания вала ( = Т /(G Jp).

Ответ:  Т = 31,8 кНм; Jp = 49,7( 10 -6 м4; ( = 0,009 рад/м = 0,52 (/м ( [(] = 1(/м. Условие жёсткости выполняется.
Задача 3.3

Определить максимальный ход ( катка по условию задачи 3.1, если длина торсиона l = 2 м, длина балансира  Rб = 600 мм, модуль сдвига G = 0,8 (105 МПа.
Решение:

Ход катка ( ( 2Rб sin (/2. Угол закручивания ( = Mx l /(G Jp).  
                                                                                                Ответ: ( =0,93 рад; ( ( 0,54 м.  
Задача 3.4

Определить диаметр вала (G = 0,7(105 МПа), начиная с которого решающее значение имеет условие жёсткости ( ((((( = 1/2 (/м, а не условие  прочности (max ( [(] = 30 МПа. 

Решение:

Запишем оба условия для предельного случая: ( = Mx /(G Jp) =((((; (max = Mx r / Jp  = [(].

При одном и том же моменте получим равенство: G Jp ((( = Jp [(]/r ; предельное значение r = [(]/G (((. 

                                                                                               Ответ:  r ( 49 мм.                           

3.2. РАСЧЁТЫ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ВИНТОВЫХ ПРУЖИН


Рассмотрим равновесие внешних нагрузок и внутренних сил, действующих в поперечном сечении прутка, из которого навита пружина (рис. 3.4). Из условия равновесия внешних и внутренних сил получим, что в поперечном сечении витка пружины действует крутящий момент Mx = FR и перерезывающая виток сила Q = F.  

1. Касательное напряжение от кручения 

                            (кр = Mx / Wp.

При малом шаге витка пружины поперечное сечение можно считать круговым и принять, что Wp= ½ (r3. Тогда (кр = 2FR/((r3).
Напряжение от среза равно  (ср = F/((r2).
Наибольшее касательное напряжение 

 ( = (кр + (ср = 2FR (1 + ()/((r3),             (3.10)

где ( = r/(2R). При R = 10r значение ( = 0,05, поэтому напряжения (ср обычно не учитывают. 

2. Определим жёсткость пружины с = F/(, где ( –  удлинение пружины при её растяжении силой F.  

Модель витой цилиндрической пружины при определении её жёсткости –  это гладкий стержень радиуса r и длиной  l = 2(Rn, где n  – число витков пружины. Закручиванию стержня постоянного сечения  на угол ( = Mx l /(G Jp)  соответствует перемещение ( = ( R на расстоянии R от продольной оси стержня:

( = ( R = Mx l R/ (G Jp ) = FR  (2(Rn ( R/(G (r4/2) = 4 FR3n/ (Gr4).

 Соответственно, жёсткость пружины с = F/( = Gr4/(4R3n).                  (3.11)

Задача 3.5.

Определить требуемый предел текучести пружинной стали при коэффициенте запаса по пределу текучести [sт] = 2.  Статическая нагрузка винтовой цилиндрической пружины железнодорожного вагона  F = 30 кН, коэффициент перегрузки Кп = 2. Диаметр проволоки          d = 40 мм, укорочение пружины при  F = 30 кН  составляет ( = 40 мм, число витков n = 8. 

Решение:
Условие прочности s  ( [sт], где s = (т/(.

Расчётное напряжение  ( = (кр + (ср = 2F Кп R (1 + ()/((r3). Не известна величина R, которая может быть определена из соотношения ( = 4 FR3n/ (Gr4).

Соответственно R = [Gr4(/(4 Fn)]1/3. В данном случае 

R = [0,7(1011( 0,024(0,045/ (4( 30000(10)] 1/3 ( 0,080 м; тогда ( =  r/(2R) = 0,02/ 2( 0,80 ( 0,13.
Касательное напряжение  равно  ( = 2(30000( 2( 0,08  (1 + 0,13)/ (3,14(0,023) ( 432 МПа.

Для изготовления пружины требуется сталь с пределом текучести (т ( ( [sт] = 865 МПа или (т ( (т /0,6 = 1430 МПа. Рекомендуемая стали марки 60С2ХФА имеет предел текучести   (т ( 1670 МПа, ( = 5%, ( = 20%. Термическая обработка пружин из этой стали –  температура закалка 850 (С,  охлаждение в масле, отпуск средний 410 (С. 

3.3. ЧИСТЫЙ ИЗГИБ
Напряжённое состояние материала при чистым изгибе определяется действием только изгибающего момента (рис. 3.5, а).

Мысленно проведём плоскость сечения I-I (рис. 3.5, а) перпендикулярно продольной оси балки на расстоянии x от свободного конца балки, к которому приложен внешний момент mz. Выполним действия, аналогичные тем, которые были выполнены нами при определении напряжений и деформаций при кручении, а именно:

· составим уравнения равновесия мысленно отсечённой части детали;

· определим деформацию материала детали, исходя из условий совместности деформаций элементарных объёмов данного сечения;

· решим уравнения равновесия и совместности  деформаций.

Из условия равновесия отсечённого участка балки (рис. 3.5, б) получим, что момент внешних сил mz равен моменту внутренних сил Mz :  mz = Mz.. 


Момент внутренних сил создаётся нормальными напряжениями (x, направленными вдоль оси х. При чистом изгибе  нет внешних сил, поэтому сумма проекций внутренних сил на любую координатную ось равна нулю. На этом основании запишем  равенства: 

                       (Fx = ( (x dA = 0, а  Mz = ( (x y dA =  mz,                           (3.12)
                               A                              A     

где А – площадь поперечного сечения балки (стержня).

Примечание. При чистом изгибе внешние силы  Fх, Fy, Fz, а также моменты внешних сил mx, my равны нулю. Поэтому остальные уравнения равновесия тождественно равны нулю. 

Из условия равновесия (Fx = ( (x dA = 0 при (x ( 0 следует, что нормальные 
                                                        A
напряжение (x в поперечном сечении принимает как положительные, так и отрицательные значения. (Опыт показывает, что при изгибе материал нижней стороны бруса на рис. 3.5, а растянут, а верхней – сжат). Следовательно, есть элементарные объёмы (переходного слоя от сжатия к растяжению), в которых удлинение или сжатие отсутствует. Это – нейтральный слой. Линия пересечения нейтрального слоя с плоскостью поперечного сечения – нейтральная линия. 

Применим закон Гука к элементу балки между двумя сечениями, перпендикулярными продольной оси балки, расстояние между которыми до деформации равно dx (рис. 3.5, б).
Уравнения совместности деформаций элементарных объёмов при изгибе формируется на основе гипотезы плоских сечений. Предполагают, что плоские до изгиба поперечные сечения балки останутся плоскими и после изгиба (рис. 3.6). 

В результате действия внешнего момента брус изгибается, а плоскости сечений I-I и II-II поворачиваются друг относительно друга на угол d( (рис. 3.6, б). При чистом изгибе деформация всех сечений вдоль оси балки одинакова, поэтому радиус (к кривизны нейтрального слоя балки вдоль оси х один и тот же. Так как dx = (кd(, то кривизна нейтрального слоя равна 1/( к = d(/dx и постоянна по длине балки.

Нейтральный слой не деформируется, его длина до и после деформации равна dx. Ниже этого слоя материал растянут, выше – сжат.

                                        
Абсолютное значение удлинения растянутого слоя, находящегося на расстоянии y от нейтрального, равно yd(. Относительное удлинение этого слоя

                    (x = [(dx + yd() – dx]/dx = y d(/dx = y/( к.

Таким образом, в принятой модели получено линейное распределение деформаций в зависимости от расстояния данного элементарного объёма до нейтрального слоя, т.е. по высоте сечения балки. Полагая, что нет взаимного надавливания параллельных слоёв материала друг на друга ((y = 0,((z = 0), запишем закон Гука для линейного растяжения 

                                         (x = Е(x = Е y/( к.                                               (3.13)              
Согласно (3.13), нормальные напряжения в поперечном сечении балки распределены по линейному закону. В слое материала, наиболее удалённом от нейтрального слоя (рис.3.6, в), напряжение максимальные: (x max = Е ymax /( к.                                                                                    
Задача 3.6
Определить предел упругости стального клинка толщиной t = 4 мм и длиной l = 80 см, если его изгиб в полуокружность не вызывает остаточной деформации. 

Решение:

Напряжение при изгибе (x = Е y/( к. Примем ymax= t/2 и ( к = l/(. 
Предел упругости ( уп  ( (x = ½ (Е t / l. 

               Ответ: ( уп  = ½ (( 2(1011( 4( 10-3 / 0,8 = 1570 МПа, предел текучести этой стали  

                              (т ( 1800 МПа, что превышает (т  самых прочных пружинных сталей.

Задача 3.7
Определить минимальный радиус барабана для намотки ленты толщиной t = 0,1 мм нагревательного элемента из никелевого сплава, при котором материал ленты пластически не деформируется. Модуль Е = 1,6(105 МПа, предел упругости (уп = 200 МПа.

Ответ: Минимальный радиус ( = ½ Еt /(уп = ½ 1,6(1011(0,1(10-3/(200(106) = 0,04 м.                                                       

1. При совместном решении первого уравнения равновесия (3.12) и уравнения совместности деформаций (3.13) получим, что ( (x dA = ( (ydA) Е/( к = 0.   

                                                                                   А               А
Так как Е/(к ( 0 и значение Е/(к  одинаково для  всей площади интегрирования, то полученное соотношение удовлетворяется только при условии   

                                                      Sz = ( ydA = 0. 

                                                                       А 

Этот интеграл называют статическим моментом площади поперечного сечения относительно оси z.  Каков физический смысл этого интеграла? 

Возьмём пластинку постоянной толщины t, но произвольного профиля (рис. 3.7). Подвесим эту пластинку в т. С так, чтобы она находилась в горизонтальном положении. Обозначим символом (м удельный вес материала пластинки, тогда вес  элементарного объёма площадью dA равен dq = (м t dA. Так как пластинка находится в состоянии равновесия, то из равенства нулю проекций сил на ось y получим 

                                YC = ( dq = G, где G = (м t A  –  вес пластинки.

                                      A
Сумма моментов сил всех сил относительно оси z также равна нулю: 

    YC xC  –   ( x dq = 0;    

                    A                       

xC  = ( x dq /G = ( х(м t dA/ G = (1/A) ( x dA. 
A                  A                                A     (3.14)  

Таким образом, если интеграл вида    ( х dA равен нулю, это означает, что 

A
координата центра тяжести хC  = 0.                                      

Согласно уравнению равновесия элементарного объёма при изгибе статический момент  Sz = ( ydA = 0. Следовательно, центр тяжести поперечного сече-

                              А
ния  при изгибе балки находится на нейтральной линией. 

ВЫВОДЫ

1. Нейтральная линия при изгибе проходит через центр тяжести поперечного сечения балки.

2. Центр тяжести поперечного сечения является центром приведения моментов внешних и внутренних сил.

Задача 3.8

Определить координаты центра тяжести пластины, размеры которой указаны на рисунке. 

Решение:
Главный вектор сил тяжести всех элементарных объёмов равен весу пластины.

Предположим, что толщина пластины и плотность материала одинаковы по её объёму. Тогда силу тяжести можно считать пропорциональной площади каждого участка.

1. Учитывая возможность разбиения интервала интегрирования на отдельные участки, в данной задаче сечение разделим на прямоугольники I, II, III. Тогда площадь сечения равна 

                           А = АI  + А II+ А III = 2ah + (l – 2h)h = h(2a+ l – 2 h).

Сумма моментов сил тяжести прямоугольников относительно осей координат равна моменту силы тяжести всего сечения относительной той же оси. 

Следовательно, АxC  = АI xCI +А II xCII + А III xCIII , где координаты центров тяжести прямоугольников I, II, III равны  xCI = h/2, xCII  = l /2, xCIII = l –  h/2;  

             АxC  = ah( h/2 + (l – 2h) h ( l /2 + ah((l –  h/2) =  h(2a+ l – 2 h)l /2, xC  = l /2.
Сумма момент сил тяжести прямоугольников I, II, III относительно оси y равен моменту силы тяжести всего сечения относительной той же оси. 

Следовательно, А yC  = АI yCI +А II yCII + А III yCIII , где координаты центров тяжести прямоугольников I, II, III равны  yCI = a/2, уCII  = h /2, уCIII  = a/2;

            АyC  = ah( a/2 + (l – 2h) h ( h /2 + ah( a/2 = [(2a2 + (l – 2h)h)] h/2; 

                          yC  = [(2a2 + (l – 2h )h)] / [2(2a+ l – 2h)].
При a = 6, l = 14, h = 2 получим xC = 7, yC = 92/44 = 2,09. Следовательно, центр тяжести такого сечения находится  вне площади сечения.

2. Координаты центра тяжести сечения можно определить дополнением этого сечения прямоугольником IV, вместо его деления на более мелкие  прямоугольники I, II, III.

Задача 3.11.

Определить смещение центра тяжести полого вала радиуса R от его геометрической оси, если геометрическая ось внутренней полости заготовки радиуса r смещена относительно внешней на (.

Решение:

За начало координат примем центр тяжести кругового сечения радиуса R. Тогда xCR = 0, xC r= (.
Площадь (R2 кругового сечения радиуса R представим как сумму двух площадей: круга (r2 и сечения заготовки ((R2 – r2). 

Теперь можно записать равенство (R2 xCR = (r2 xC r+ ((R2 – r2) xC,

где xC - координата центра тяжести поперечного сечения вала. 

Окончательно получим, xC = – ( r2/(R2 – r2). Знак минус означает, что центр тяжести вала смещён в направлении, противоположном смещению (.

2. При совместном решении второго уравнения равновесия (3.12) и уравнения совместности деформаций (3.13) получим  Mz = ( (x y dA = Е/( к ( y2 dA.   

                                                                                    А                            А

Интеграл   Jz  = ( y2 dA называется моментом инерции поперечного сечения 

                            А
балки (стержня) относительно оси z, проходящей через центр тяжести поперечного сечения.

Таким образом, Mz = Е Jz /(к. Учитывая, что  (x = Е(x= Е y/(к и Е /(к = (x /y, получим зависимость нормальных напряжений (x  при изгибе 

                                                  (x = Mz y/ Jz .                                             (3.15)

ВЫВОДЫ

1. Напряжение изгиба в данной точке сечения не зависит от модуля нормальной упругости Е, но зависит от геометрического параметра поперечного сечения Jz  и расстояния до центра тяжести поперечного сечения y.
2. Максимальное напряжение при изгибе имеет место в элементарных объёмах, наиболее удалённых от нейтральной линии (рис.6.6, в): 

                                   (x max = Mz ymax / Jz = Mz / Wz .                                   (3.16)

где Wz – момент сопротивления поперечного сечения относительно оси z.

Критерий прочности при чистом изгибе аналогичен критерию прочности при линейном растяжении: 

                                                (x max ( [(и],                                                   (3.17)

где [(и] – допускаемое напряжение при изгибе. 

Очевидно, что внутренние объёмы материала, особенно вблизи нейтральной оси, практически не нагружены (рис. 3.6, в). Это противоречит требованию минимизировать материалоёмкость конструкции. Ниже будут показаны некоторые способы преодоления этого противоречия. 

3.3.1. Моменты инерции плоских сечений при изгибе
В состав формулы (3.16) входят момент инерции Jz и момент сопротивления Wz  относительно оси, проходящей через центр тяжести сечения. 

Установим соотношение между осевыми моментами инерции Jy и Jz и полярным моментом инерции Jp сечения (рис. 3.7). Полярный момент инерции относительно центра тяжести сечения (ЦТ) равен 
                Jp  = ( (2 dA = 

                             A
= ( (z2 + y2) dA = ( z2 dA  + ( y2 dA = Jy + Jz .

   A                         A              A
При повороте осей координат значение полярного момента остаётся неизменным, так как расстояния точек сечения от начала координат остаются постоянными.                             

Если при кручении и изгибе стержня данного сечения применима гипотеза плоских сечений, то остаётся неизменной и сумма моментов инерции сечения относительной двух взаимно перпендикулярных осей, проходящих через центр тяжести этого сечения:  

Jp  = Jy + Jz = const.

Следовательно, при повороте осей координат увеличение момента инерции относительно одной оси равно уменьшению момента инерции относительно другой оси. Таким образом, при повороте осей один из моментов инерции достигает наибольшего значения, другой – наименьшего. 

Оси, относительно которых моменты инерции имеют экстремальные значения, называются главными. 

Определим геометрические характеристики простых сечений при изгибе.

Круговое сечение

Для кругового сечения  все центральные оси являются  главными при любом положении этих осей. Следовательно, имеет место соотношение

                                 Jy = Jz = ½ Jp  = ½ ( R 4 /2 = ¼ ( R 4.                          (3.18)

Тогда момент сопротивления кругового сечения при изгибе

                           Wy = Wz = ½ Jp/ R = ½ Wp = ½ ( R 3/2 = ¼ ( R 3.            (3.19)

Задача 3.10

Колесо установлено на ось, закреплённой на несущей раме троллейбуса. Изгибающий момент, действующий на ось, Mz = 1000 Нм. Определить диаметр оси при [( ] = 80 МПа.                                                                      

                                                                                                                      Ответ: d = 50 мм.

Кольцевое сечение

Для кольцевого сечения также имеет место соотношение Jy = Jz = ½ Jp .

Зная полярный момент кольцевого сечения Jp, получим осевые моменты инерции Jy и Jz  кольцевого сечения:
                       Jy = Jz = ½ Jp = ¼ ( (R4 – R04 ) = ¼ (R4 (1 –  (4),                  (3.20)

где ( = R0/R = D0/D.

Соответственно, моменты сопротивления кольцевого сечения при изгибе равны:

                Wy = Wz = ½ Jp / R = ¼ ( (R4 – R04 )/ R = ¼ ( R3(1–  (4).             (3.21)


Прямоугольное сечение
Определим момент инерции прямоугольного сечения относительно его главных осей (рис. 3.8).                

Площадь элемента равена dA = dy dz.
Тогда момент инерции относительно оси z
                                        b/2  h/2
Jz  = ( y2 dA = ( y2 dy dz = 4 (   ( y2 dy dz = bh3/12.

       А               А                        0   0                     

Момент сопротивления прямоугольного сечения при изгибе относительно оси z равен: 

                                         Wz = Jz/(h/2)= bh2/6.                                           (3.23)
Аналогично запишем момент инерции относительно оси у:

                                            Jy  =( z 2 dA = b3h/12.

                                                                    А                                                                 
Соответственно, момент сопротивления прямоугольного сечения при изгибе относительно оси у:

                                                 Wy = Jy/(b/2) = b2h/6.

Моменты инерции квадратного сечения относительно осей, проходящих через вершины, и относительно осей, перпендикулярных сторонам квадрата, равны Jz  = Jy  = а4/12, где а – сторона квадрата. 
Наибольший момент сопротивления при изгибе квадратного сечения относительно осей, перпендикулярных сторонам квадрата равен 

                                                Wz  = Wy  = а3/6.

Задача 3.11

Деревянная балка перекрытия прямоугольного сечения длиной l = 4 м нагружена распределённой нагрузкой q  = 1000 Н/м. Предел прочности древесины (пч = 50 МПа. Из имеющегося набора брусьев прямоугольного сечения 100(100, 50(150, 50(200 мм2 выбрать брусья такого сечения, при котором  вес и объём балки наименьшие. 
Решение:

Размеры поперечного сечения определим, используя критерий прочности: ( = Mz / Wz   ( [(и].          
При равномерной распределённой нагрузке q максимальный изгибающий момент балки равен Mz = ql 2 /8.

Момент сопротивления прямоугольного сечения равен Wz = bh2 /6. 

Следовательно,  bh2 ( 3/4 (q l 2/[(и]) = 3/4 ([s] q l 2/ (пч].
При [s] = 4 получим bh2 ( 0,96 (10-3 м3. Для квадратного сечения b = h = 100 мм значение bh2 = 10-3 м3 несколько больше требуемого, а площадь поперечного сечения А = 10-2 м 2.

Для бруса сечением 50(150 значение bh2 = 1,12 (10-3 м3, также больше требуемого. Но площадь поперечного сечения А = 0,75(10-2 м 2 меньше, чем бруса квадратного сечения. Таким образом, условию прочности и требованию минимального объёма и веса удовлетворяет брус сечением 50(150 мм2. 

3.3.2. Моменты инерции при параллельном смещении главных осей

Во многих случаях при определении геометрических характеристик сложные сечения представляют в виде суммы простых частей, например прямоугольников. Значения статических моментов и осевых моментов инерции каждой такой простой по форме части сечения относительно её собственного центра тяжести можно определить, вычисляя соответствующие интегралы или используя известные формулы, например (3.22). Однако, необходимо учитывать, что собственный центр тяжести (ЦТi) её смещён относительно центра тяжести  (ЦТ) всего сечения (рис. 3.9).  

1. Статические моменты поперечного сечения стержня относительно координатных осей определяются интегралами 
      Sz = ( ydA  и  Sy = ( zdA.
                  А                       А
Предположим, что центр тяжести ЦТi некоторой части сечения находится на расстояниях а и b относительно центра тяжести всего сечения ЦТ. Запишем значения статических моментов этой части сечения относительно оси zс:

Szс = ( yс dA = ( (b + y)dA =

                                                                                         А              А                    

= ( bdA + ( y dA = bA + Sz.

        А           А
Аналогично Syс = aA + Sy .      (3.24)

Так как относительно ЦТi статические моменты  Sz = Sy  = 0, то относительно центральных осей, проходящих через ЦТ всего сечения Szс = bA и Syс = aA.

2. Предположим далее, что оси y и z – главные для i-ой части сечения.  Определим моменты инерции этой части сечения при смещении её вдоль осей y и z без вращения соответственно на расстояния  а и b относительно центра тяжести всего сечения.  

Моменты инерции данной части сечения относительно осей z и y, проходящих через ЦТi, равны
                             Jz  = ( y2 dA  и  Jy  = ( z 2 dA. 

                                         А                           А

Моменты инерции относительно координатных осей, проходящих через центр тяжести всего сечения, запишем, учитывая, что zс = z + a и  yс =  y+ b: 

 Jzс  = ( yс2 dA = ((y+ b)2 dA =  ( y2 dA + 2b( y dA + b2( dA= Jz + 2b Sz + b2A.
            А                 A                       A                    A
Так как  относительно центра тяжести ЦТi i-ой части сечения её Sz= 0, то 

                                                    Jzс = Jz + b2A.                                       (3.25, а)

Аналогично получим, что        J yс = Jy + a2A .                                     (3.25, б)

Согласно (3.25), осевые моменты инерции сечения относительно осей, проходящих через центр тяжести сечения, имеют наименьшие значения.
Важно, что осевой момент инерции относительно оси симметрии сечения имеет минимальное значение. В этом легко убедиться, рассматривая нарушение симметрии за счёт вынесения на расстояние x элемента площади сечение dA, прежде находящегося на оси симметрии. 

3. Полярный момент инерции относительно ЦТ всего сечения равен 

                       Jpс = Jyс + Jzс = Jy + a2A +Jz + b2A = Jp + (a2+ b2)A .           (3.25, в)

Задача 3.12.

Определить, соответствует ли балкf из стали Ст.3 ((т = 230 МПа) заданным условиям прочности при изгибе. Размеры поперечного сечения: t = 10 мм; h = 200 мм; b = 120 мм. Изгибающий момент Mz = 25000 Нм. Нормативный коэффициент запаса [s] =2.  

Решение:

Условие прочности запишем в виде s = (т /( ( [s]. Расчётное напряжение при изгибе равно ( = Mz / Wz. 

Момент сопротивления изгибу  Wz = Jz/(h/2). Момент инерции Jz относительно оси z определим, суммируя моменты инерции двух полочек и стойки.  

Момент инерции полочки относительно оси z с учётом смещение центров тяжести сечения относительно т С  равен 

             JzП = bt 3/12 + bt (h/2 – t/2)2 = (1 + 1083) см 4.

Момент инерции стойки относительно оси z равен 

             JzС = t(h – 2t) 3/12 = 486 см 
Момент инерции всего сечения Jz = 2 JzП + Jz С = 2654 см 4 = 0,2654(10-4 м4; 

момент сопротивления относительно оси z равен Wz = Jz/(h/2) = 0,2654(10-3 м3.

Расчётное напряжение равно ( = Mz / Wz  ( 94 МПа; s = 230/ 94 = 2,45 ( [s] = 2.  

Балки, поперечные сечения которых показаны на рис. 3.10, имеют существенно более высокое сопротивление изгибу по сравнению с балками прямоугольного или кругового сечения при той же массе. Деформация таких балок d( = Mz dx /(ЕJz) также существенно меньше из-за увеличения осевого момента инерции Jz.


Широкому распространению в строительстве и машиностроении этих профилей способствовали современные технологии производства балок сваркой, прокаткой, литьём, холодной гибкой. (Приложение. Схема 10).

3.4. КОСОЙ ИЗГИБ БАЛОК
При косом изгибе вектор изгибающего момента не совпадает с направлением главных осей сечения. Косому изгибу подвергается балка, в том случае, например, если направление силы F , создающей изгибающий момент не совпадает с направлением осей у  и  z.
Внешний момент m уравновешен моментом внутренних сил M. При решении задачи косого изгиба момент сил m (рис. 3.11, а) как векторную величину представим суммой двух моментов mz и my, векторы которых параллельны направлениям главных осей.                      
                                                                                                       

 В                                                                                                         
Моментам mz и my соответствуют моменты внутренних сил Мz и Мy. Тогда  напряжение ((z) от действия момента Mz  (рис. 3.11, б) равно ((z) = Mz/Wz, а напряжение ((y) от действия момента My равно ((y) = My/Wy.
Суммируя значения ((z) и ((y), получим значения напряжений в характерных точках поперечного сечения прямоугольного бруса:

(А = ((y) + ((z); (В = – ((( y ) + (( z )); (С = ((z) – ((y); (D = – ((z) + ((y) .
Для кругового сечения вала все оси главные и Wz = Wy. Поэтому значения моментов My и Mz , определяемые обычно раздельно, суммируют:

                                          М = (My 2+ Mz 2)1/2.

Напряжение при изгибе вычисляют по значение изгибающего момента М: (изг = М / Wz =  4М /((R 3).
Нормальные напряжения от растягивающей (сжимающей) силы суммируются с нормальными напряжениями от действия изгибающих моментов. При расчёте вала напряжениями от сил, действующих вдоль оси вала, часто пренебрегают, так как они малы по сравнению с напряжениями от изгиба. 

Задача 3.13

Определить максимальное нормальные напряжение при изгибе балки  моментом М = 10 кНм. Момент в данном сечении балки создаётся внешней силой  F, направленной под углом 30( к вертикальной оси у поперечного сечения. Поперечное сечение  балки – двутавр №20. Предел текучести материала балки равен 210 МПа.

Сравнить с напряжением при изгибе этой балки силой  F, направленной вертикально.

Решение:
1. Определим напряжение для случая изгиба балки силой  F, направленной вертикально.

По сортаменту профилей балка двутавровая №20 имеет следующие характеристики: 

Wz = 184 см3; Wy = 23,1 см3.
Напряжение ( = М/Wz = 10(103/(184(10-6) = 54 МПа. 

Запас прочности s = 210/54 = 3,9 (( [sт] = 2. Условие прочности выполняется.
2. При косом изгибе балки момент М представим суммой двух моментов: Мz = М cos ( = 8,66 кНм и Мy = М sin ( = 5 кНм. 

Напряжение (z = 47 МПа, (y = 216,5 МПа. 

Суммарное напряжение ( = (z + (y = 263,5 МПа ( (т = 210 МПа превосходит предел текучести. Очевидно, что условие прочности  s ( [sт] = 2 не выполняется.

3.5. ВНЕЦЕНТРЕННОЕ СЖАТИЕ СТЕРЖНЕЙ

Внецентренным сжатием называется такой вид действия нагрузки, при котором сжимающая сила Q смещена на некоторое расстояние e относительно центра тяжести поперечного сечения детали (рис. 3.12, а).
В этом случае, кроме сжатия в поперечном сечении детали действует изгибающий момент, равный М = Qe. Если сечение некруговое, то изгибающий момент представляют суммой моментов  Mz и My (так же, как при косом изгибе). Очевидно, что сумма напряжений в т.А от сжатия и изгиба может быть как положительной (растягивающие напряжения), так и отрицательной (напряжения сжатия).

При проектировании любых опор (корпуса домкрата, опор зданий и сооружений, дымоходных труб тепловых станций и т.п.) необходимо, чтобы в результате внецентренного приложения сжимающей силы ни в одной точке по контуру сечения не было растягивающих напряжений. Это обусловлено требованием безопасности работы и тем, что прочность большинства строительных материалов при растяжении в десятки раз меньше, чем при сжатии. 

Определим значение смещения e точки приложения сжимающей силы Q (рис. 3.12, а) относительно центра тяжести сплошного кругового поперечного сечения (например, 

колонны), при котором на контуре поперечного сечения сумма напряжений равна нулю. 

В точке А кругового сечения основания возникают сжимающее напряжение (сж = 4Q/((d2) от действия силы Q и растягивающее напряжение (изг = М/Wz от действия изгибающего момента М = = Qе (рис. 3.12, б). Суммарное напряжение (А в точке А не должно быть растягивающим, в пределе (А = 0. Тогда наибольшее значение е определим из равенства      

                          (А = – 4Q /((d2) + 32Qе/(((d3) = 0,  е = d/8. 

Таким образом, если сжимающая сила приложена в любом месте кругового сечения на расстоянии не более е = d/8 = r/4 от его центра, то напряжения на контуре сечения остаются сжимающими.

Область сечения, в пределах которой приложение сжимающей силы не вызывает растяжения на контуре сечения, называется ядром сечения. Ядро сечения при внецентренном сжатии колонны кругового поперечного сечения – это круг радиуса е = d/8= r/4. 
Основание колонны, опоры, домкрата и т.п. может быть выполнено в форме кольца, прямоугольника или квадрата. Определим параметр е сечения для любой формы, представив напряжение в некоторой точке А, лежащей на главной оси сечения, как сумму растягивающего и сжимающего напряжений:

                           (А = – Q/А + Qе/Wz = –  Q/А + Qе ymax/Jz = 0,                (3.26)

где А – площадь основания (или поперечного сечения);

     Jz – момент инерции основания (или поперечного сечения) при изгиб;
     ymax – максимальное расстояние точки А контура сечения от нейтральной оси по направлению y. 

Из соотношения (3.26) следует, что

                               еz max = Jz /(А ymax) = iz2/ ymax,                                        (3.27)

где iz = (Jz /А) 1/2 – радиус инерции основания (или поперечного сечения).

Используя соотношение (3.27),

определим ядро сечения бруса, поперечное сечение которого имеет форму прямоугольника высотой h и шириной b (рис. 3.13). Обозначим смещение точки В приложения сжимающей силы Q по направлению оси у символом eу, а смещение по направлению оси  z –  символом ez . 

Запишем условие равенства нулю суммарного напряжения в т. А:

                              (А = – Q/А + Qeу/Wz + Qez/Wу= 0.

Подставив значения А = bh, Wу= bh2/6, Wz = hb2/6, получим зависимость,  являющуюся уравнением прямой линии в отрезках на осях:

                                           6eу/b + 6ez/h=1.                                               (3.28)

Соответственно, максимально смещение eу max = b/6, а ez max= h/6. Ядро сечения бруса прямоугольного сечения показано на рис. 3.13, б.
Аналогично можно получить зависимости между eу и ez, а также ядро для поперечных сечений другой формы (рис. 3.14).



Задача 3.14

Определить маскимально допустимый диаметр dч грузовой чаши домкрата, если dк = 140мм, Dк = 200 мм.

Решение:

Максимальное смещение груза Q относительно центра кругового сечения основания домкрата может оказаться равным  еmax = dч /2.

Согласно (3.27) для кольцевого сечения основания домкрата запишем

         Jz = ( (Dк4– dк4)/32; А = ((Dк2– dк2)/4;  ymax= Dк/2;

        еmax = 8((Dк4– dк4)/[32((Dк2– dк2) Dк] = 

                 = (Dк2 + dк2)/(8 Dк) = Rк/4 + rк2/4Rк..
Ответ:

dч ( 2 еmax = 78 мм.
3.6. ПОПЕРЕЧНЫЙ ИЗГИБ БАЛОК И СТЕРЖНЕЙ
Поперечный изгиб – такой вид нагружения стержня (рис. 3.15, а), при котором в поперечном сечении действуют одновременно изгибающий момент и перерезывающая сила. Следовательно, в этом сечении есть нормальные напряжения от действия изгибающего момента и касательные напряжения от действия  перерезывающей силы.


                                                                                                          

Мысленно вырежем элемент стержня длиной dx плоскостями  I и II (рис. 3.15, а). Система сил и моментов сил, под действием которой этот элемент находится в равновесии, показана на рис. 3.15, б. Изгибающий момент Mz + dMz в плоскости I  больше, чем момент Mz  в плоскости II, на величину Qydx. Поэтому напряжения от изгиба в плоскости I больше, чем в плоскости II (рис. 3.15, в).

Теперь мысленно отсечём верхнюю часть ранее вырезанного элемента плоскостью BB, расположенной на расстоянии yb от нейтральной оси. Для равновесия верхней отсечённой части элемента dx необходимо, чтобы равнодействующая сил была равна нулю:

                          ( [(( + d() – (] dA  – (b dx = ( d( dA  – (b dx = 0,

                    А                                                     А

        где A – площадь поперечного сечения балки выше плоскости ВВ. 

Напряжение d( = y dMz/ Jz. Следовательно, подынтегральное выражение равно 

                                           d( dA =          y dA,

а интеграл ( [(( + d() – (] dA = ( d( dA= ( dMz y dA/Jz= (dMz/Jz) ( y dA.                                                                         
                    А                                     А                А                                         А
Интеграл ( ydA – это статический момент SzA той части поперечного                               

                 А
сечения балки, которая расположена выше линии yb. В результате указанных преобразований уравнение равновесия запишем в виде

                               (b dx = SzA dMz / Jz; (b = (SzA/ Jz) dMz /dx.

Учитывая, что dMz/dx = Qy, зависимость касательного напряжения от перерезывающей силы представляют формулой Д.И. Журавского:

                                 ( = Qy SzA / (Jz b).                                               (3.29)

Определим зависимость касательного напряжения при поперечном изгибе бруса прямоугольного сечения (рис. 3.16).

Статический момент площади интегрирования А (на рис. 3.16 эта площадь затемнена)    

                         b   h/2                       
SzA = ( y dA = ( ( ydz dy =

        A               0  yb                                      
           h/2   
= b y2/2(= (b/2) (h2/4 – yb2).
               yb
Момент инерции прямоугольного сечения Jz = bh3/12. Соответственно, касательное напряжение согласно (3.29) для прямоугольного сечения равно  

        ( = 6Q(h2/4 – yb2)/ (bh3).

Таким образом, касательное напряжение балки прямоугольного сечения от действия перерезывающей силы равно нулю при yb = h/2, а при yb= 0 касательное напряжение максимально  и равно (max = 3 Q/(2bh).
Задача 3.15.

Двутавровая балка №20 изгибается вокруг оси х моментом, создаваемым перерезывающей силой Q = 100 кН  Определить значение касательных напряжений в стенке (стойке) и полке балки.

Решение:
1. По сортаменту профилей Jmax = 1840 см4, S = 104 см3, толщина стенки d = 5,2 мм. 

Максимальное касательное напряжение  в объёмах материала на нейтральной оси равно 

       ( max = QS / (Jmax d)= 100( 103( 104( 10 -6/ (1840( (10 -8( 5,2( 10 –3) = 108,7 МПа.
Сравните (- max   с пределом текучести стали Ст3 при сдвиге ( т = 0,6 ( т= 126 МПа.

2. При определении (с-п  в месте соединения  стенки с полкой следует использовать статический момент площади поперечного сечения полки 

Sп = Ап yп , где Ап ( bt – площадь поперечного сечения полки, b – ширина полки (b = 100 мм),  t – толщина полки (t = 8,4 мм), Ап ( 100( 8,4( 10 –6 м2;

yп – расстояние от центра тяжести полки до нейтральной оси (yп ( 96 мм).
Sп = Ап yп = 100( 8,4( 10 –6( 96( 10 –3 = 81( 10 – 6 м3;
(с- п = Q Sп / (Jmax d) =

= 100( 103(81( 10 – 6/ (1840( 10 -8( 5,2( 10 –3) = 84,3 МПа.

Внимание. В этом сечении действуют одновременно нормальные напряжения от изгиба и касательные от перерезывающей силы.

3. При определении касательного напряжения в полочке двутавра ( п  вместо Sп в формулу (6.26) подставляют значение 0,5 Sп, а вместо толщины стенки d – толщину полки t :

        ( п = 0,5Q Sп / (Jmax t)= 0,5(100(103( 81(10 – 6/ (1840(10 -8( 8,4(10 –3) = 26 МПа.
Задача 3.16.
Определить значение касательных напряжений от действия перерезывающей силы      Qy = 10 кН в диаметральном сечении вала d = 50 мм. 
Решение:

По формуле Д.И.Журавского  ( = Qy SzA / (Jz b).

Интеграл SzA = ( y dA – это статический момент площади полукруга

                             А                                                 r            r
        SzA = ( y dA = ( y( zdy = ( y( 2(r2 – y2)1/2dy =
       А           0              0

                                   r  

         = (– 2/3) (r2 –  y2) 3/2  ( = 2/3 r3; Jz = ( r4/4; b = 2 r;

                                            0

             ( = Qy SzA / (Jz b) = 4Qy /(3 (r2) = 4( 10( 103/ (3((252(10-6) ( 7 МПа.                                  
Так как касательное напряжение от действия перерезывающей силы в десятки раз меньше предела текучести сталей, при расчёте валов эти напряжения, как правило, не учитывают.

Весьма существенно влияние касательных напряжений от действия перерезывающих сил на прочность тонкостенных конструкций, представленных на рис. 3.10. Касательные напряжения от действия перерезывающих сил на балки, профиль сечения которых несимметричен относительно оси у, создают крутящий момент. Это может привести к скручиванию тонкостенного профиля. Наиболее простой способ предотвратить такой вид повреждения конструкции – применение симметричных профилей поперечного сечения балок.

(Приложение. Схема 11).
3.7. УСТОЙЧИВОСТЬ СТЕРЖНЕЙ ПРИ ПРОДОЛЬНОМ СЖАТИИ

В случае нагружения детали сжимающими продольными силами  возможно нарушение работоспособности в результате потери устойчивости детали.

Под устойчивостью понимается свойство упругих систем возвращаться в состояние равновесия при малых отклонениях от этого состояния. Если отклонение не исчезает, а нарастает, то такое событие называют потерей устойчивости упругой системы. В результате происходит значительное нарушение формы конструкции, что приводит к появлению моментов сил, дополнительно нагружающих элементы конструкции. Потеря устойчивости может стать причиной разрушения отдельных элементов и всей конструкции.      

Рассмотрим состояние стержня, сжимаемого продольной силой F при некотором малом отклонении стержня от положения равновесия. Подобная ситуация имеет место, например, при работе штоков гидравлических машин, ходовых винтов станков, домкратов, колонн зданий и т.п.    

В этом случае центральная часть стержня между его опорами несколько сместится от первоначального положения в направлении оси у (рис. 3.17). Смещение продольной оси стержня от первоначального положения в направлении оси у называют прогибом w. Смещение вызовет поворот ( поперечных сечений стержня вокруг оси z, перпендикулярной плоскости рисунка. 

При малых значениях прогиба w и угла поворота ( уравнение изогнутой оси  стержня w = f (x) получим из простых соотношений:

1. dx = (к d(, или 1/(к = d(/dx, 

    где (к – радиус кривизны оси стрежня; 

2. dw = ( dx, или dw/dx = (  (угол (  считается положительным при повороте сечения против часовой стрелки);                        

     тогда d2w/ dx2 = d(/dx = 1/(к; 

3. При изгибе Mz = ЕJz/(к, 1/(к = Mz /(EJz),
         тогда d(/ dx = Mz /(EJz) и 

             d2w/ dx2 = w(( =  Mz /(EJz) .     (3.30)
Используя (3.27), определим силу F, действующую вдоль оси стержня и вызывающую потерю устойчивости. 

Заметим, что изгибающий момент Mz  в поперечном сечении стержня уравновешивает момент внешней силы F, который равен (– Fw). Поэтому Mz= – Fw.  (Для схемы нагрузок на рис. 3.17. момент  Mz  положительный; соответственно, произведение – Fw при отрицательном w также положительная величина). 

Окончательно запишем уравнение (3.30) в виде

      EJz d2w/ dx2 = – F w; d2w/ dx2 + wF/(EJz) = 0; d2w/dx2 + k2w = 0,       (3.31)

где k2 = F/(EJz).

Уравнение (3.30) – это однородное линейное дифференциальное уравнение, общий интеграл которого имеет вид  

                                       w = A sin kx + B cos kx.

Произвольные постоянные А и В определяют исходя из граничных условий; в нашем случае  – из условий закрепления концов стержня. Для стержня на рис. 3.17 условия закрепления концов стержня 

а) прогиб w = 0 при x = 0,
б) прогиб w = 0 при x = l.

Из условия а) получим В = 0, из условия б) – уравнение A sin kl = 0. 

Уравнение A sin kl = 0 имеет нетривиальное решение при sin kl = 0. Следовательно, kl = (n, где n – произвольное целое число. (Решение при n = 0 соответствует сжатию без учёта возможного изгиба оси стержня). Таким образом, уравнение изогнутой оси стержня при малых деформациях имеет вид

                                       w = A sin (nx/l,                                                    (3.32)

а выражение для сжимающей силы 

                                 F = k2ЕJz = ((n/l) 2 ЕJz.                                            (3.33)      


Экстремальное значение прогиба стержня имеет место при dw/dx = 0. Дифференцируя (3.32), получим  cos (nx/l = 0. 

Следовательно,  наибольший прогиб wmax стержень имеет в сечениях, удовлетворяющих условию (nx/l = (/2. Координата  x сечений, в которых прогиб максимален, равна   x = l/(2n). 

Так, при n = 1 значение x = l/2 (рис. 3.17 и рис. 3.18); а при n = 2  значение x = l/4 (рис. 3.18). Следовательно, n – это число полуволн синусоиды на длине сжимаемого стержня. 

Сжимающая сила, приложение которой вдоль оси стержня вызывает  переход от прямолинейной к синусоидальной (изогнутой) форме оси стержня, называется критической силой, а процесс перехода – потерей устойчивости. 

Математическое выражение для критической силы Fкр= ((n/l)2 ЕJz  впервые было получено Эйлером. 

Наименьшее значение критической силы по Эйлеру для «основного» случая закрепления концов стержня (рис. 3.18 и рис. 3.19, а) соответствует числу полуволн n = 1 и равно        

         Fкр=((/l)2 ЕJz.                  (3.34)                                     

Рассмотрим другие варианты.

1. Пусть стержень длиной l заделан одним концом, а ко второму конец стержня приложена сжимающая сила (рис. 3.19, б). Сравнивая форму осевой линии этого стержня с формой осевой линии на рис. 3.19, а, можно заметить, что она подобная форме оси стержня половинной длины.

 Поэтому в формуле Эйлера вместо длины стержня l следует использовать длину, равную  L = 2l.  Для данного случая закрепления стержня критическая сила равна

                                             Fкр= ((/2l)2 ЕJz,

т.е. в 4 раза меньше, чем для «основного» случая (рис. 3.19, а).

2. Если оба конца стержня длиной l закреплены жёстко (рис. 3.19, в) и к одному из них, имеющему возможность перемещения вдоль оси стержня, приложена сжимающая сила, то длина полуволны синусоиды занимает только половину длины l. Критическая сила по Эйлеру в этом случае равна   

                                                Fкр= ((/0,5l)2 ЕJz.
3. На рис. 3.19, г представлена схема закрепления стержня, один конец которого заделан, а второй установлен на шарнирно - подвижной опоре. Критическая сила по Эйлеру в этом случае равна

                                                Fкр= ((/0,7l)2 ЕJz.

Обобщая выражения для критической силы, можно записать зависимость критической силы от способа закрепления концов стержня в виде:

                                               Fкр= ((/( l)2 ЕJz,                                         (3.35)

где ( – коэффициент приведения длины стержня к «основному» варианту.
Уравнение Эйлера для критической силы получено, исходя из закона Гука. Поэтому, критическое напряжение (кр, соответствующее критической силе, не должно превышать предел пропорциональности: (кр  = Fкр/А ( (пц.
В пределах применимости уравнения Эйлера 

                (кр  = Fкр/А = (2ЕJz / [А((l) 2] = (2 Е/ ((l/ i) 2,                             (3.36)

где i2  = Jmin/А0 –  радиус инерции; А0 – площадь поперечного сечения стержня; Jmin – наименьший для данного сечения осевой момент инерции.
Величина ( = (l/i  в (3.36) называется   гибкостью стержня. Она не зависит от свойств материала. Используя эту величину, критическое напряжение по Эйлеру записывают  в виде
                                                (кр  =Е ((/()2.                                                (3.37)

Таким образом, критическое напряжение по Эйлеру зависит только от гибкости стержня ( и модуля нормальной упругости Е и не зависит от других характеристик материала, в том числе от предела текучести.

Модуль упругости Е углеродистых и легированных конструкционных сталей (в отличие (пц  и (т) практически не зависит от степени легирования и термической обработки. Поэтому легирование и термическая обработка не влияют на  (кр  при условии, что (кр  меньше предела пропорциональности (пц. 
Формула Эйлера применима, если 

          ( ( (пред = ( (Е/(пц)½.
Примем, что (пц ( 0,8(т, тогда

– для строительной углеродистой стали при (т= 230 МПа значение (пред = 100; 

– для легированной конструкционной стали при (т= 800 МПа значение (пред= 60.
В области ( ( (пред условие достаточной   

устойчивости записывается в виде 

         ( = F/ А ( [(кр] = (кр/[sу],          (3.38)

где [sу] –  коэффициент запаса по устойчивости; для винтовых подъёмных механизмов принимается в пределах 3 ... 5.
Если гибкость стержня ( ( (пред (рис. 3.20), то критерий устойчивости стержня записывают, вводя поправку на допускаемое напряжение при сжатии: 

                               ( = F/ А0 ( ( [(] = ((т/[s т],                                        (3.39)

где ( – коэффициент снижения допускаемого напряжения [(] с учётом продольного сжатии стержня; значение коэффициента ( зависит от  (:

                                 (      30     50      60     80      100     120      140     160

( углеродистых сталей ..... 0,91  0,86  0,82   0,70    0,51  (0,37)  (0,29)  (0,24)
( сталей 
повышенной прочности ... 0,91  0,83   0,79   0,65  (0,43) (0,30)  (0,23)  (0,19).

При выборе рациональной формы поперечного сечения сжатых стержней следует иметь в виду, что экономически предпочтительнее при прочих равных условиях использовать формы поперечного сечения, обеспечивающие максимальное значение i2 = Jmin /А. Чем больше отношение i /А1/2, тем рациональнее использован материал стержня с позиции обеспечения его устойчивости.

          Форма поперечного сечения             Значение i /А1/2
трубчатое сечение (d/D = 0,95 ... 0,8) . . . . . . 2,25 ... 1,64

трубчатое сечение (d/D = 0,7 ... 0,8) . . . . . .  .1,2 ... 1,0

двутавр . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . 0,41 ... 0,27

швеллер. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . 0,41 ... 0,29

круг . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 0,283

прямоугольник (h = 2b) . . . . . . . . . . . .  .. . . . 0,204

Использование тонкостенных трубчатых сечений ограничено из-за возможности потери устойчивости стенкой. Нижний уровень значения критического напряжения сжатия трубы продольной силой составляют (кр.н = 0,06 Еh/R, где h – толщина стенки трубы, R – радиус трубы. Для стальной трубы при d/D = 0,95 и h= 0,025D значение (кр. н. = 600 МПа; соответственно, допускаемое напряжение должно быть порядка 150 МПа. Это в 3 … 4 раза меньше допускаемого напряжения при сжатии [(] для стали с пределом текучести (т = 600 МПа. 
Задача 3.17

Определить Fкр при сжатии стойки длиной l = 2 м, один конец которой закреплён в фундаменте, а второй свободен. Профиль стойки – двутавр №20 (минимальный радиус инерции iy = 2,07 см, момент инерции при изгибе Jy  = 115 см4, А = 26,8 см2, ( т = 210 МПа).

Решение:

1. Гибкость стержня ( = (l/ i = 2( 2/ 0,0207 = 193 ( (пред = 110. Следовательно, Fкр определяется по формуле Эйлера.

2. По формуле Эйлера  Fкр= ((/(l) 2 Е Jmin = [(/(2( 2)] 2( 2( 1011( (115( 10 - 8) = 141,7 кН; 

(кр  = Fкр/А = 141,7( 103/(26,8( 10- 4) = 53 МПа. 

При коэффициенте запаса по устойчивости sу = 2 ... 3 расчётное напряжение 

( = F/А ( (кр / sу = 27 ... 18 МПа, что в 8 ... 12 раз меньше ( т = 210 МПа.

Задача 3.18

Профиль балки – двутавр №20. Высота двутавра h = 200 мм; толщина стенки d = 5,2 мм; толщина полки t = 8,4 мм. Нормативный коэффициент запаса [sус] = 5,  материал – сталь Ст3. Балка по всей длине опирается на бетонное основание и нагружена нагрузкой q, распределённой равномерно по длине балки и ширине полки балки Определить нагрузку, не вызывающую потерю устойчивости стенки двутавра. 

Решение:
1. Гибкость вертикальной стенки двутавра ( = (l/ i. Схема закрепления стенки двутавра соответствует (  = 2.  Расчётная длина (высота стенки) l = 200 – 2( t = 183 мм. 

Значение  i прямоугольного сечения длиной x погонных метров (вдоль стенки двутавра) равно i z = (Jmin /А0) 1/ 2 = [(xd 3/12)/(xd )] 1/ 2 = d (1/12)1/ 2 = 0,289 d  = 1,5 мм. 

Гибкость стенки двутавра ( = (l/ i = 2( 0,183/ 0,0015 = 244 ( (пред = 110. 

2. Критическое напряжение по формуле (кр  = Е ((/()2 = 35 МПа. Допускаемое напряжение [(ус] = (кр /[sус] = 7 МПа. 

Допустимая нагрузка [q] = [F]/x =  [(ус] А0/x = [(ус] t x/x = [(ус] t = 36 кН/м.

Задача 3.19

Максимальный вылет ходового винта пресса 300 мм, длина гайки 70 мм, максимальная нагрузка F = 30 кН. Винт изготовлен из стали 40 с пределом текучести ( т = 300 МПа. Минимальный диаметр стержня винта 29 мм. Проверить, выполняется ли условие устойчивости ходового винта при ( = 0,7.  

Решение:

1. Определим гибкость стержня ходового винта ( = (l/ i. Расчётная длина стержня ходового винта с учётом половины длины гайки равна l = 335 мм. Радиус инерции кругового сечения ходового винта 

i = (J /А)1/2 = [(( d 4/64) / (( d 2/4)] 1/2 = d/4 = 7,25 мм. 

Гибкость стержня ходового винта ( = (l/ i = 0,7(0,335/0,00725 = 32,3.

Предельное значение гибкости (пред = ( (Е/(пц )½  = (( [2( 1011/ (0,8( 300( 106)] ½  = 90.
Так как ( (  (пред, то формулу Эйлера применить нельзя.

2. Проверка условия прочности с учётом возможности потери устойчивости выполняется по критерию ( = F/ А  ( ( [(] = ((т/ [s т].
 В данном случае ( ( 0,9. При нормативном коэффициенте запаса по пределу текучести [sт] = 2 значение [(] = 150 МПа. 

Таким образом, ( = F/А = 30( 103/ (( d 2/ 4) = 45 МПа ( ( [(] = 135 МПа.
Условие устойчивости выполняется.

3.8. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОГИБОВ И УГЛОВ ПОВОРОТА 

Выше были рассмотрены критерии прочности стержней при различных видах нагружения и критерии устойчивости. Исходя из опыта проектирования и эксплуатации машин и механизмов, вводят также требования к жёсткости деталей и конструкций при изгибе. Это обусловлено тем, что прогибы и повороты сечений приводят к нарушению расчётных режимов взаимодействия деталей и элементов конструкций. В результате, как правило, нарушается работоспособность машин и механизмов,  снижается надёжность и долговечность деталей. 

3.8.1. Метод интегрирования уравнения изогнутой оси стержня
Данный метод определения прогибов и углов поворота состоит в интегрировании дифференциального уравнения изогнутой оси стрежня при малых значениях прогибов и углов поворота (3.30). Запишем его в виде

                                                  y(( = ( Mz /ЕJz ,                                         (3.40)

где знак (+) соответствует положительному значению изгибающего момента Mz (знак изгибающего момента определяется согласно правилу, представленному в главе 6). 

Положительному значению Mz соответствует положительное значение кривизны стержня 1/( и положительное значение прогиба w; отрицательному значению  Mz – отрицательное значение кривизны  и прогиба (рис.3.21).


Выполнив интегрирование, получим систему уравнений, содержащих постоянные интегрирования:

                ЕJz y ( = ( Mz dx + C ;  ЕJz y = ({(Mz dx} dx+ Cx + D.                (3.41)

Постоянные интегрирования определяют, используя граничные условия. В данном случае граничными условиями являются значения прогибов и углов поворотов в опорах, а также на границах участков. Рассмотрим применение этого метода на примере определения прогибов и углов поворота свободного конца консольной балки, нагруженной сосредоточенной силой F (рис.3.22).

Изгибающий момент в сечении на расстоянии x от заделки равен 

         Mz (x) = F(l – x).

Интегрируя уравнение 

ЕJz y(( = F(l – x), получим

ЕJz y ( = Flx – Fx2/2 + C,

ЕJz y  = Flx2/2– Fx3/6 + Cx + D.

Произвольные постоянные интегрирования определим из условий закрепления балки в заделке А (граничные условия системы): 

при x = 0 угол поворота сечения yА (= 0 и прогиб  yА = 0. 
При этих граничных условиях произвольные постоянные интегрирования С = 0 и D = 0. Таким образом, для определения  прогиба и угла поворота сечения консольной балки на расстоянии x от места её заделки имеем уравнения:  

                             y ((x) = (1/ЕJz) (Flx – Fx2/2) – углов поворота,
                   y(x) = (1/ЕJz) (Flx2/2– Fx3/6) – прогибов. 


При x = l угол поворота (С (l) =             , а прогиб   wС (l) =           . 

В упругой области деформационные характеристики балки (угол поворота и прогиб) зависят только от модуля упругости материала  Е и не зависят от других характеристик материала. Поэтому жёсткость стальных деталей не зависит от марки конструкционной стали и термической обработки.   
Метод интегрирования оси стержня позволяет определить прогиб и угол поворота как функцию координаты x, т.е. в любом сечении. Однако общее число уравнений для определения неизвестных произвольных постоянных интегрирования равно удвоенному числу участков по длине балки (стержня). Граница каждого из участков соответствует точке разрыва функций  Mz(х) или ЕJz(х).   

Покажем применение данного метода для определения прогибов и углов поворота балки, нагруженной силой F  (рис. 3.23) при Jz = const. 

На участке АС момент Mz = Fbx/l; 

угол поворота  y ((x) = (1/ЕJz) [Fbx2/(2l) + СI]; 

прогиб y(x) = (1/ЕJz)[F bx3/(6l) + СI x + DI]. 

На участке СВ момент Mz = Fbx/l – F(x– а);   y ((x) = (1/ЕJz) [Fbx2/(2l) – Fx2/2 +  Fаx + СII]; 

                                        y(x) = (1/ЕJz)[Fbx3/(6l) – Fx3/6 + Fаx2/2 + СIIx + DII]. 

Для определения четырёх неизвестных постоянных интегрирования имеется четыре уравнения. Согласно условиям закрепления балки имеется два соотношения: у(0) = 0 и  у(l) = 0. Два других соответствуют условиям плавного и непрерывного сопряжения участков АВ и ВС: ((а)АВ = ( (а)ВС и w(а) АВ = w(а) ВС . Решив эти уравнения, найдём значения СI , СII, DI и DII. Подставив их в уравнения для углов поворота и прогибов, получим зависимости:

для участка АВ

                                       w(х) = –              (a2 + 2ab – x2);

                                       ((x) = –              (a2 + 2ab – 3x2);
для участка ВС 
                          w(х) = –             [– a2l + (a2 +2l2)x + x3 – 3lx2);

                          ((x) = –              (a2 + 2l2 – 6 lx + 3x2).

Очевидно, что с увеличением числа участков процедура вычислений существенно усложняется. Решение можно несколько упростить, разбив сложную схему нагрузок балки на простые (с одной нагрузкой). Получив выражения зависимости прогибов и углов поворота для простых схем, определяют суммарные значения прогибов и углов поворота для всей совокупности нагрузок.  

3.8.2. Энергетический метод

определения прогибов и углов поворота

Для практических инженерных расчётов обычно достаточно знать прогибы и углы поворота отдельных характерных сечений, а не зависимость этих величин в любом сечении по длине балки (стержня). В этом случае часто более удобным оказывается энергетический метод.

Для обоснования этого метода предварительно определим зависимость между энергией упругого деформирования Ep  стержня при растяжении, действующими силами и возникающими при этом перемещениями. 

Обозначим символом А1 площадь поперечного сечения стрежня на участке длиной l1, а символом А2 – на участке длиной l2 (рис. 3.24, а).

Приложим к нему растягивающие силы F1 и F2 (рис. 3.24, б), действие которых вызывает только упругие деформации. Удлинение 1-го участка равно

     (l1 = (F1 + F2 ) l1/(Е А1) = (F1 + F2 ) (1, где (1 – податливость первого участка. 

Удлинение 2-го участка равно       

       (l2 = F2 l2/(Е А2) = F2 ( 2. 

В области упругого деформирования материала стержня работа внешних сил равна потенциальной энергии деформации этой детали. Работа упругого деформирования стержня (соответственно, его потенциальная энергия) равна    

         Ep = ½ [(F1 + F2 )((l1 + F2((l2)] = ½ [F1 (l1 + F2((l1 + (l2)].              (3.42)

Потенциальная энергия деформирования может быть выражена через податливости:

         Ep = ½ [(F1 + F2 )((l1 + F2((l2)] =  ½ [(F1 + F2 )2(1 + F22(2)].              (3.43)

Соответственно, частная производная (Ep /(F1 = (F1 + F2 )(1 = (l1 , а частная производная (Ep /(F2 = (F1 + F2)(1 + F2(2 = (l1 + (l2. Заметим, что величина (l1 равна перемещению точки приложения силы F1, а (l1+ (l2 – перемещению точки приложения силы F2.
Следовательно, перемещение точки приложения силы F по направлению её действия равно частной производной от  потенциальной энергии деформации упругой системы по этой же силе (теорема Кастильяно):  

                                                    (F  = (Ep / (F.                                           (3.44)

Определим соотношения между энергией Ep при изгибе балки (стержня), внешними силами Fi, моментами Mj , прогибами wi  и углами поворота ( j . 
Методом дифференцирования изогнутой линии были получены линейные зависимости прогибов и углов поворота от внешних нагрузок, что соответствует упругому деформированию в соответствии с законом Гука. Таким образом, при изгибе также применим принцип независимости действия внешних сил. Следовательно, потенциальная энергия балки не зависит от последовательности приложения нагрузок. Пренебрегая действием продольных и поперечных сил, потенциальную энергию при изгибе стержня можно представить как сумму работ отдельных нагрузок на их перемещениях аналогично (3.42):

                               Ep = ½ ( (Fi wi  + ( Mj ( j),
где  wi – прогиб в точке приложения силы Fi;  

    ( j  угол поворота сечения в точке приложения изгибающего момента Mj.
Величины wi (и (j) можно представить через соответствующие значения податливости при изгибе, например wi = (iFi. Тогда выражение для потенциальной энергии при изгибе примет вид, аналогичный (3.40):

                                       Ep = ½ ( (Fi2(i  + ...).

Дифференцируя это выражение по любой из нагрузок Fi (или Mj) и учитывая независимость действия нагрузок, получим соотношение 

                                     ( Ep/( Fi = Fi(i  = wi.                                              (3.45)

Прогиб wi стержня в точке приложения силы Fi по направлению этой силы равен частной производной по силе Fi от потенциальной энергии Ep деформирования стержня под действием всей системы нагрузок. 

Аналогично, угол поворота ( j в точке приложения момента Mj равен

                                              ( Ep/( Mj  = ( j.                                               (3.46)

Угол поворота ( j сечения стержня, в котором приложен момент Mj, равен производной по моменту Мi от потенциальной энергии Ep деформирования стержня под действием всей системы нагрузок.
Определим потенциальную энергию деформации стержня при изгибе, учитывая, что потенциальная энергия деформации элементарного участка стержня длиной dx равна работе внутренних сил, т.е. работе изгибающего момента при повороте сечений на угол d(:
                                   dEp= ½ Mz d( = ½ Mz (Mz dx/(EJz) ;

Соответственно, упругая энергия всего стержня при изгибе равна

                                                               l
                                        Ep = ½ ( Mz2 dx/ (EJz).                                                                                                         

                                                            0

Тогда дифференцируя это равенство и учитывая (3.42 и 3.43), получим соотношения для прогиба балки по направлению силы Fi в точке её приложения:
                                              l
                wi = (Ep/(Fi   = ( [Mz (x) /(ЕJz)][(Mz (x)/ (Fi] dx,                          (3.47)

                                               0
и для угла поворота сечения, в котором приложен момент  Mj:

                                                l
                ( j = (Ep/(Mj  =( [Mz (x) /(ЕJz)] [(Mz (x)/(M j ] dx.                         (3.48)

                                              0

Используя соотношение (3.48), определим прогиб консольной балки в точке С (рис.3.22). Для консольной балки Mz (x) = F(l – x),  (Mz (x)/ (F = l – x; соответственно, прогиб в точке С приложения силы F равен 

                                 l
                   wС (l) = ( [F(l – x)/Е Jz] (l – x)d x/(Е Jz) = Fl 3/(3Е Jz).
                                0

Используя этот метод, можно определить прогиб и угол поворота в любом сечении. Если в данном сечении нет внешних нагрузок, то достаточно приложить в рассматриваемом сечении дополнительную (фиктивную) силу Fд  или момент Mд и определить реакции опор. Затем составить выражение для изгибающего момента на каждом участке с учётом дополнительной нагрузки и взять частную производную по этой нагрузке. Полученные значения изгибающего момента и производной используют для составления соотношений (3.47) и (3.48). Приравняв нулю Fд и Mд  и проинтегрировав (3.47) и (3.48), находят значения прогиба и угла поворота в данном сечении.

Задача 3.20

Определить угол поворота сечения С консольной балки длиной l (рис. 3.22). 

Решение:

Приложим в точке С момент Mд, например, против часовой стрелки. Тогда изгибающий момент равен Mz (x) = M д + F(l – x), а (Mz (x)/ ( M д = 1. 

Угол поворота определим, выполнив замену M д = 0:

                                                         l
           ( С = ( Ep/ (Mд  = (1/ЕJz) ( [Mд + F(l – x)](1(dx = Fl 2/2Е J.
                                                     0
При решении задач энергетическим методом для упрощения определения реакций опор и интегрирования можно расчленить сложную схему сил и моментов на более простые. Выполнив решение для каждой из этих схем, суммируют полученные частные значения прогибов или углов поворота данного сечения.

При наличии нескольких участков с различными значениями моментов    Mz (x) или произведения ЕJz интегрирование выполняют для каждого участка отдельно, затем суммируют частные значения прогибов (или углов поворота) в данном сечении. 

Задача 3.21

Определить прогиб и угол поворота в сечении С вала, нагруженного поперечной силой. 

                   Решение:
            1) Определение прогиба

Реакции опор равны RA = RB = F/2.
Значение прогиба  wc  определим как сумму 

                                             wc = wc1 + wc2
                                                                                                     l/2                                                   
Интеграл wc1 = ( [Mz (x) / Е Jz][(Mz (x)/ (Fi] dx;

                l/2                                                                                0

                                                         на участке АС изгибающий момент Mz = (F/2)x; производная (Mz (x)/ (F = x/2; значение интеграла 
                                                l/2                                                   
       wc1 = (1/ Е Jz) ((F/2)x2dx /2 = (1/ Е Jz) Fl 3/96.

                                                              0

                                        l
Интеграл wc2 = ( [Mz (x) /(Е Jz)][(Mz (x)/ (Fi] dx,  на участке  СВ изгибающий Mz = (F/2)x – 

                            l/2
· F (x – l/2) = F(l/2 – x/2); производная (Mz (x)/ (F = x/2 – (x – l/2)= l/2 – x/2; значение 

                                                      l                                                                           l
интеграла  wc2 =  (1/ Е Jz) ((F/4)( l – x)2 dx  = –  (1/ Е Jz)(F/12)( l – x) 3( = (1/ Е Jz) Fl 3/96.
                                            l/2                                                                         l/2

Суммируя wc1 и wc2, получим значение прогиба в точке С: wc  = Fl 3/(48 Е Jz). Сравнивая полученное значение прогиба со значением прогиба консольной балки, ответим, что прогиб балки на двух шарнирных опорах при равных размерах в 16 раз меньше, чем прогиб консольной балки из того же материала. 

                                                        2) Определение угла поворота сечения

В точке С приложим дополнительно момент Mд . 

Реакции опор равны RA = F/2 + M д /l; RB = F/2 – M д /l.

На участке АС момент Mz = (F/2 + Mд /l)x; производная (Mz (x)/( Mд = x/l; 

интеграл ( c1 при Mд = 0 равен
       l/2                                                                        l/2

( c1 = ( [Mz (x) /Е Jz] [(Mz (x)/( M j ] dx = (1/Е Jz) ((F/2 + M д /l)(x2/l) dx = (1/Е Jz) Fl 2/48.

          0                                                                         0

На участке ВС момент Mz = (F/2 + M д /l)x – M д – F(x – l/2)= ½ F(l – x) –  M д(l – x) /l;

производная (Mz (x)/( M д= – (l – x) /l; интеграл ( c2 при Mд = 0 равен
               l                                                                 l
( c2 = – (1/Е Jz) ( ½ F(l – x)2 dx /l = (1/6Е Jz) F(l – x)3(=  – (1/Е Jz) Fl 2/48;

             l/2                                                             l/2

Суммируя (c1 и (c2, получим значение прогиба в т.С  равное (c =0. 
Задача 3.22

Определить прогиб и угол поворота балки сечения в точке С , сила F и момент m приложены в середине балки длиной l. 

Решение:
Согласно принципу независимости действия различных усилий в упругой области упругой деформации материала балки, представим данную схему нагрузок в виде суммы двух более простых: 

– балка нагружена только силой F;

– балка нагружена только моментом mс.

Значения прогиба wcF  = Fl3/(48ЕJz) и угла поворота (cF = 0 от действия силы F были получены  в задаче 3.21.

Определим значения угла поворота (c m от действия момента mс.

Реакции опор равны RAm= mс/l;  RBm= –  mс/l.

На участке АС изгибающий момент Mz = mсx /l; производная (Mz (x)/ (mс = x/l; интеграл 

  l/2                                                                 l/2                                                      l/2
 (c1m  =( [Mz(x)/ЕJz] [(Mz (x)/(M j]dx = (1/ЕJz) (mс(x2/l2)dx = (1/ЕJz) mс x3/3l2(= (1/ЕJz) mсl/24.                  

           0                                                                   0                                                          0

На участке ВС момент Mz = mсx/l – mс = mс(x– l) /l; производная (Mz(x)/(mс = x/l – 1=       = (x– l)/ l.  Момент Mz на этом участке отрицательный, поэтому интеграл равен

                l                                                                                              l
(c2m = – ( (1/ЕJz ) (mс/l 2) (l – x)2 dx = (1/ Е Jz) (m/l 2)( l – x)3 /3(=  (1/ Е Jz) mс l/24.

  l/2                                                                                           l/2                            .
Суммарно угол поворота сечения С от действия момента mс равен (c m  = (1/Е Jz) mс l/12.
Суммарно прогиб в точке С  wc  = wcF  = Fl3/(48ЕJz).

При проектировании или анализе конструкции можно использовать значения прогибов и углов поворотов, представленные в справочной литературе в виде формул для типовых схем нагрузок и балок (стержней).

Допускаемые значения прогибов и углов поворота назначают, исходя из опыта проектирования и эксплуатации аналогичных машин и механизмов. 

При расчётах обычных машиностроительных или строительных элементов нормы допускаемого прогиба составляют 0,01 … 0,001 пролёта балки, а углы поворота при этом не превышают 1(. 

3.8.3. Теорема о минимуме потенциальной энергии

Полученные выше зависимости прогибов и углов поворотов от геометрических параметров конструкции позволяют сделать выводы о возможных вариантах обеспечения требуемой изгибной жёсткости. Так, момент инерции вала пропорционален  диаметру вала в четвёртой степени. Поэтому увеличение диаметра и уменьшение длины являются одним из основных способов повышения жёсткости относительно коротких валов редукторов. 

Значение прогиба возрастает пропорционально кубу длины вала. Поэтому длинные вала (длины вала на порядок больше его диаметра), например станов для многократного волочения проволоки, в обычном двухопорном исполнении имели бы очень низкую жёсткость и недопустимо большие значения прогибов. Компенсация потери жёсткости таких валов увеличением их диаметра привела бы к неоправданному увеличению массы вала. Повышение жёсткости длинных валов достигается установкой промежуточных опор вала (рис. 3.25, а). Система становится статически неопределимой.   

Мысленно  отбросим опоры и заменим их реакциями Х1, Х2 и Х3 (рис. 3.25, б). Учитывая (3.44), запишем значения прогиба в опорах:

           w1 = (Ер/(Х1 = 0; w2 = (Ер/(Х2 = 0;

                           w3 = (Ер/(Х3 = 0.

Полученные соотношения являются необходимым условием экстремума потенциальной энергии Ер. Вторая производная всегда (2Ер/(Х12 = (w1/(Х1( 0, так как с увеличением силы прогиб в точке её приложения возрастает. Это соответствует минимуму функции Ер. 

Таким образом, реакции опор в статически неопределимых  системах принимают такие значения, при которых потенциальная энергия деформации минимальна (теорема минимума потенциальной энергии).
Задача 3.23

Для уменьшения деформации консольной балки при изгибе свободный конец этой балки установлен на шарнирно-подвижной опоре. Сила F приложена посредине между заделкой и дополнительной опорой. Определить реакцию в шарнирно-подвижной опоре.

Решение:

В опоре А прогиб равен нулю. Согласно (15.8) запишем

                                                                    2l
         wА = ( Ep/ (ХA = ( [Mz (x)/Е Jz][(Mz (x)/(ХA] dx = 0.                                                        

                                      0

На участке АВ момент Mz  = ХA х и (Mz (x)/(ХA  = х.

На участке ВС момент Mz  = ХA х – F(x – l); (Mz (x)/(ХA  = х.
Выразив wА  через F и реакцию ХA и приняв произведение ЕJz  одинаковым по всей длине балки, получим: ХA = 5/16 F.

4. ТРЕНИЯ  В МЕХАНИЗМАХ

На основе  закона сохранения механической энергии, представленного в виде

                                 dA/ds = dкА/ds + dпА/ds + dтрА/ds, 

                                                  или F = Fин + Fп + Fтр,                                (4.1)

при равенстве  F = Fин + Fп + Fтр = 0 были установлены условия равновесия твёрдого тела. Для анализа функционирования механизмов и деталей машин при использовании понятий «работа», «сила», «момент силы» были разработаны различные модели, в той или иной степени учитывающие свойства реальные объектов. Используя эти модели, мы указали некоторые физические величины и математические модели, с помощью которых возможно описание и исследование реальных объектов (таблица 4.1). Включение в модель потенциальной энергии, обусловленной упругой деформацией  твёрдого тела и, соответственно, действием внутренних сил и моментов сил, позволило определить напряжения и деформации упругого твёрдого тела. 

Таблица 4.1 

Физические и математические модели при анализе равновесного состояния твёрдого тела 

	Модель
	Анализируемые свойства, 

физические величины
	Математическая модель

	Материальная точка
	Равновесие МТ

Сила
	dA/ds = F ; (Fk = 0

	Свободное абсолютно твёрдое тело
	Равновесие свободного АТТ

Момент сил


	dA/d( = М
V = (Fk =0 ; М0 = (mk = 0


	Условно свободное 

твёрдое тело 


	Идеальные связи, 

реакции связей

Равновесие условно 

свободного АТТ

Кинематические пары
	Апотерь = 0;
(Fk –  ((X,Y,Z) = 0;

(mk – ((МX, МY,МZ) = 0

	Упругое тело

Идеально упругое тело

Гипотеза плоских

сечений 


	Внутренние силы,

  Напряжения, деформации.

Модуль упругости

Геометрических характеристики

сечений при изгибе и кручении
	( = F/A; ( = Q/A
E = (((; G = (((
( = Mx /Wp ; ( = Mz /Wz
Wp = J p/R; Wz = Jz /ymax


На основе сопоставления расчётных напряжений с характеристиками предельных состояний материалов представлены также критерии прочностной надёжности. 

При анализе  равновесия и подвижности механических систем, при определении сил и моментов сил, напряжений и деформаций нами не учитывались инерционные нагрузки и потери работы. Наличие потерь проявляется в том, что движение механической системы замедляется и прекращается, если оно не поддерживается работой двигателя. Очевидно, что для учёта потерь в машинах и механизмах необходимо дополнить уже известные модели новыми составляющими, указать физические величины, характеризующие поведение механической системы при наличии потерь. В дальнейшем для анализа будем использовать модель условно свободного абсолютно твёрдого тело, для равномерного движения которого необходима работа внешних сил.

4.1. ТРЕНИЕ СКОЛЬЖЕНИЯ
4.1.1. Общие сведения

В механизмах в процессе преобразования движения часть работы (мощности) утрачивается, переходя в тепло и вызывая нагрев деталей. Потери работы объясняются наличием сопротивления движению. Сопротивление обусловлено силами сцепления между твёрдыми телами. Явление сопротивления относительному движению контактирующих поверхностей называют трением, а соответствующую силу – силой трения и обозначают символом Fтр. Сила трения всегда направлена против вектора скорости относительного движения. Различают трение покоя (или сцепления) и трение движения (или скольжения). Зависимость силы трения Fтр скольжения от силы нормального давления N на поверхности контакта записывают в форме закона Кулона – Амонтона:

                                               Fтр = f N,                                                        (4.2)

где  f – коэффициент трения скольжения.

Силы сцепления существенно зависят от множества факторов, в том числе от химического состава и структуры контактирующих материалов. Но коэффициент трения скольжения данной пары контактирующих материалов не является постоянной величиной.

Установлено, что его значение существенно зависит от наличия смазки, скорости скольжения ( и других факторов. В состоянии покоя коэффициент трения  f0 и сила сопротивление движению максимальны (рис. 4.1).

При определении сил сопротивления в механизмах обычно принимают следующие значения f0 для деталей без предварительной приработки:

 f0 = 0,20 ...0,22 для пары «сталь - бронза»,

                                                                      f0 = 0,22 ...0,25 для пары «сталь - чугун»,

                                                                                 f0 = 0,30 ...0,35 для пары «сталь – сталь».

При наличии смазки с возрастанием скорости скольжения значение коэффициента трения f уменьшается. Это объясняется тем, что в результате сцепления смазки с движущимися поверхностями толщина слоя смазки между ними увеличивается; соответственно, возможность непосредственного контакта неровностей этих поверхностей друг с другом уменьшается. Этот вид трения скольжения называется граничным. При критической скорости скольжения (кр, смазка полностью разъединяет поверхности контактирующих деталей. Коэффициент трения при этом минимален и  находится в пределах от 0,001 до 0,005. Вид трения скольжения при ( ( (кр,  называется жидкостным трением.  

Если тело находится в состоянии покоя или равномерного прямолинейного движения, то работа всех сил равна нулю и, следовательно, равна нулю сумма всех сил. Используя соотношения (4.1) и (4.2), запишем условие равновесия при наличии трения скольжения в виде

                            F  – Fтр = 0, или (Fx – fN = 0,                                      (4.3, а)

где (Fx – сумма проекций всех внешних сил на направление движения, кроме силы трения.

При наличии трения тело находится в состоянии покоя до тех пор, пока сумма проекций внешних сил на направление возможного перемещения меньше силы трения покоя (сцепления), т.е. выполняется условие

                                               (Fx – f0N ( 0.                                                (4.3, б)
Так только  сумма внешних сил превысит силу трения покоя (Fx – f0N ( 0, произойдёт относительное смещение контактирующих тел. В результате коэффициент трения и сопротивление скольжению уменьшатся (рис. 4.1). Происходит резкое самопроизвольное возрастание скорости относительного движения частей механизма, не контролируемое оператором машины или средствами автоматики. Так, при равномерном вращении ходового винта суппорт токарного станка движется прерывисто. Качество обработки изделия на станке снижается.  Для ослабления влияния этого явления принимаются различные меры. Используют специальные смазки с твёрдыми присадками с целью уменьшить разность между максимальным и минимальным значениями коэффициента трения; режим жидкостного трения создают подачей в зону контакта жидкой смазки под повышенным давлением.

Задача 4.1

Определить, максимальный угол ( наклона силы  Q по отношению к нормали горизонтальной плоскости, при котором нет скольжения бруска, лежащего на этой плоскости. Коэффициент трения покоя равен  f0. Собственный вес бруска не учитывать.

Решение:         
 Направление оси x соответствует направлению возможного скольжения. На брус действуют сила Q и сила нормального давления (реакция опоры) N.

Запишем условия равновесия через проекции сил на координатные оси: (Fx – f 0 N (  0 ; (Fy = 0.
Тогда   (Fy =  N – Q cos ( = 0  и  N = Q cos (. Из условия (Fx – f 0 N (  0 получим, что   Q sin ( – f0 N = Q,  или sin( – Q f0 cos ( ( 0. и tg ( ( f 0. 

Обозначим символом (0 предельное значение угла (,  при котором тело находится в состоянии покоя под действием сколь угодно большой силы Q.  

 Величина (0 = arc tg f0 названа углом трения покоя. Это предельное значение угла ( между направлением внешней движущей силы и  нормалью к плоскости скольжения, при котором скольжения нет. Соответственно, tg (0 = f0.
Наличие трения при определённых условиях (( ( (0) приводит к тому, что поступательная пара «груз – плоскость»  утрачивает подвижность. В таком случае говорят, что механизм находится в состоянии самоторможения. Явление самоторможения используется для обеспечения функционирования различных винтовых механизмов, а также при создании неподвижных соединений деталей.

4.1.2. Трение и подвижность механизмов с поступательными 

кинематическими парами
Подвижность кинематических пар является необходимым условием функционирования механизма. Однако наличие трения при определённых соотношениях размеров деталей может привести к полной утрате подвижности всего механизма. 

1. В механизмах многократного циклического действия, например, в механизме управления клапанами двигателя внутреннего сгорания, используются кулачковые механизмы. Схема такого механизма показана на рис. 4.2. Механизм состоит из кулачка, совершающего вращательное движение, толкателя, а также пружины, обеспечивающей прижим толкателя к поверхности кулачка.

Простейший кулачок представляет собой ступенчатый валик, она из цилиндрических поверхностей которого смещена относительно оси вращения валика на величину r. При вращении кулачка толкатель совершает возвратно-поступательное движение с амплитудой 2r. В положении, показанном на рис. 4.2, усилие, передаваемое толкателю, направлено параллельно направляющим толкателя. Определим КПД и условия самоторможения механизма без учёта силы трения между кулачком и толкателем. 

Обозначим символом F силу, действующую на толкатель со стороны кулачка; Q – полезную нагрузку; N – реакции опор А и В (из условия равновесия    (Fxi = 0 реакции опор А и В равны по абсолютной величине). 

Из условия равновесия сумма моментов сил относительно точки А равна нулю: Fr – Nl = 0, или  N = Fr/l. Сумма проекций всех сил на ось у также равна нулю: F – Q – 2Fтр= 0, или F – Q – 2fFr/l = 0; F = Q/(1 – 2f r/l).
КПД равен отношению полезной работы Qds к затраченной работе Fds:

 
               ( =         =                          =  1 – 2 f r/l.                                      (4.4)

При f = 0,2 и отношении  r/l  = 1/5 получим ( = 0,92. 

Если имеет место самоторможение, то ( = 0. Следовательно, условие самоторможения данного механизма 2f r/l = 1, или r/l = 1/2f. 

Увеличение ( и уменьшение опасности самоторможения достигается установкой опоры В ниже оси вращения кулачка симметрично опоре А.

2. В кривошипно-шатунном механизме сила, действующая со стороны шатуна на ползун, направлена под некоторым углом  к направлению движения ползуна. Возникают силы трения между ползуном и направляющими. Определим, при каких условиях возможно самоторможения кривошипно-шатунного механизма, схема поступательная пара которого показаны на рис. 4.3. 


Из условий равновесия получим:


1) –F cos ( + Q + Fтр А + Fтр B = 0, или

     F cos ( = Q + f (NA + NB);

2) –F sin ( (l + а) + NA l  = 0;

3) –F а sin ( + NВ l = 0.
В результате совместного решения уравнений определим силу F:


                               F = Q/ [cos ( –  f                       sin (].

Соответственно, 

            ( = Qds/(F cos ( ds) = [cos ( – f                       sin (]/ cos (

                ( =  1 – f                tg (.                                                           (4.5)

При f = 0,1; а = l и ( = 12( имеем ( = 0,94. Для снижения потерь в опорах точку присоединения шатуна к ползуну располагают между опорами А и В.

Условие самоторможения  имеет вид


                                                         f               tg ( = 1.

При принятых выше параметрах (f = 0,1 и ( = 12() самоторможение имеет место, если а(23l. Это возможно в том исключительном случае, если в конструкции не предусмотрена установка ползуна на специальных направляющих, а шток насоса направляется втулкой в крышке цилиндра; при смещении ползуна влево расстояние а может оказаться существенно больше длины направляющей втулки l.

4.1.3. Трение и подвижность механизмов с вращательными 

кинематическими парами
Анализ влияния трения на КПД механизмов с поступательными кинематическими парами показывает существенную зависимость его не только от коэффициента трения, но и от геометрических параметров конструкции механизма. 

Выполним аналогичный анализ для механизмов с вращательными парами. На рис. 4.4, а показана схема электромеханического привода, двигатель которого передаёт мощность валу редуктора через ременную передачу на шкив, установленный на валу АВ. Далее мощность Р распределяется поровну между двумя выходными валами редуктора. 

Передача момента на вал АВ с помощью ременной передачи возможна только при достаточном натяжении ремней. Обозначим символом  F1 силу натяжения ведущей ветви ремня, а символом F2 – силу в ведомой ветви ремня (рис. 4.4, б). Без существенной ошибки можно считать, что сила Fн, действующая на шкив вала АВ, практически равна сумме сил Fн = F1 + F2.


Сила, создающая движущий момент на валу АВ, равна Ft = F1 – F2. Момент этой силы относительно оси вала АВ (движущий момент) равен ТАВ = FtD/2, где  D –  диаметр шкива на валу АВ. Значение момента ТАВ определим, зная передаваемую мощность Р и частоту вращения n вала АВ:  ТАВ = Р/((n/30). Силу натяжения ремней Fн определим, используя соотношение Ft = (Fн.  (Величина (  –  коэффициентом тяги ременной передачи, обычно ( ( 0,5).

Из условия равновесия моментов относительно оси вращения вала АВ имеем равенство ТАВ = Тз + Моп, где Тз – момент, передаваемый зубчатым колёсам;   Моп – момент сил трения в опорах вала АВ. 

Для определения реакций опор NА и NВ построим расчётную схему вала АВ. Так как силы, передаваемые на вал АВ со стороны зубчатых передач, взаимно уравновешены, на расчётной схеме этого вала они не указаны (рис. 4.4, в). Точками А,В и С на расчётной схемы обозначены соответственно опоры вала А и В и середина шкива на валу АВ. Из условия равновесия вала на рис. 4.4, в получим NА = Fн a/l и NВ = Nн (a + l)/l. 

Определим момент трения во вращательной паре, полагая, что давление между валом и вкладышем (рис. 4.5, а) по длине lв вкладыша распределено равномерно.


. 

Во вращательной паре, хорошо приработанной в условиях граничного трения, контакт осуществляется по поверхности радиуса r = d/2 в пределах 0 ( ( (( (рис. 4.5, б). Закон распределения давления установим, используя условия равновесия и условие совместности деформаций в области контакта вала с вкладышем. Из условия равенства нулю проекций всех сил на ось у получим 

где plв(rd() – элементарная сила, нормальная к поверхности вала радиуса r;

              (  – угол между направлением вектора силы p(rd() и силой R.

Предположим, что перемещение центра вала по направлению действия силы N пропорционально давлению  pmax  и податливости (, обусловленной деформацией в зоне контактирующих поверхностей (рис. 4.5, в). Из условия, что перемещение АВ всех точек поверхности радиуса r также равны (pmax, получим, что перемещение АС в направлении действия давления р равно АС =АВ cos (.  Полагая, что податливость в любом направлении равна ( и АС = (р, запишем равенство (р = (pmax cos ( и р = pmax cos (. Подставив значение давления р в (4.6) и выполнив интегрирование, получим:

                                                    pmax = 4 N/((dlв).                                         (4.7)
Момент сил трения определим, учитывая, что давлению р  на элементарной площадке lвrd( соответствуют элементарные сила трения f р lвrd( и момент сил трения (f р lвrd()r = (f рmax lвr2 d() cos (, где  f  – коэффициент трения. Тогда

Таким образом, суммарный момент трения в опорах вала на рис. 4.4 равен

                                      Моп = 2f Fн d (2а + l) /((l). 

Запишем значение КПД как отношение полезной мощности к затраченной. Полезная мощность в данном случае – это мощность, передаваемая со стороны вала АВ зубчатым передачам; она равна Тз( = (ТАВ – Моп)( = (FtD/2– Моп)(. Затраченная мощность – это мощность, передаваемая ременной передачей валу АВ; она равна FtD(/2. Тогда получим значение КПД в виде:


       ( =                          =  1 –                                     = 1 –                       .  (4.9)

При f = 0,1; d = 50 мм; D = 250 мм; а = 1/4 l и ( = 0,3 значение ( = 0.88. Очевидно, что для повышения ( следует уменьшать отношение а/l. 

Заметим, что для расчёта потерь мощности в кинематических  парах необходимо знать размеры деталей. Поэтому при проектировочном расчёте используют данные, полученные при исследовании аналогичных конструкций и типов кинематических пар. Так, при определении мощности двигателя и мощностей, предаваемых отдельными элементами передач, применяют следующий подход. Ранее КПД был определён (1.2) через потери работы (или мощности):

                                     ( = Ап /Аз = (Аз – Атр) /Аз = 1 – Атр /Аз ( 1.

Обозначим символом ( отношение  работы Атр, затрачиваемой на преодоление трения,  к работе на входном валу механизма  Аз . Назовём это отношение коэффициентом потерь. Тогда 
                                          ( = 1 – Атр /Аз = 1 –  (.                                      (4.10)
Очевидно, значение коэффициента  (  в формулах (4.4), (4.5) и (4.9) равно значению величины, вычитаемой из единицы. 

По аналогии с КПД механизма определим  коэффициент потерь в опорах

вала (оп  как отношение мощности, расходуемой на преодоление трения в опорах, ко всей мощности, передаваемой валом. Величину (оп = 1 – (оп  называют коэффициентом, учитывающим потери мощности в опорах. Коэффициент (оп определяют экспериментально для опор различной конструкции, условий смазки и т.д. Расчёт по формуле (4.9) показывает, что потери в опорах скольжения в условиях граничного трения составляют около  0,1 от передаваемой мощности. 

4.1.4. Трение и подвижность механизмов с винтовыми парами 

В составе СКМ простейшего винтового механизма пресса (рис. 4.6, а) два подвижных звена (винт и ползун), две кинематические пары (винтовая и поступательная), накладывающие по 5 условий связи, а также кинематическая пара «винт – ползун». Из условия подвижности степень свободы  винтового механизма пространственной СКМ равна W = 6(2 – 5(2 –  S = 1, где S  –  число условий связи кинематической пары «винт – ползун». Следовательно, S = 1, что соответствует кинематической паре «шар на гладкой поверхности». 

В составе СКМ ручного винтового домкрата для подъёма груза (рис. 4.6, б) кинематическая пара «шар на гладкой поверхности» заменена вращательной парой с одной степенью свободы, а груз удерживается связью с основанием, препятствующей только вращению груза вокруг оси. Таким образом, степень свободы  домкрата также равна W = 6(2 – 5(2 –  1 = 1.

Момент внешних сил Тдв создаётся рабочим при работе с винтовым механизмом или системой электромеханических приводов, обеспечивающих вращение ходового винта (или гайки ходового винта) в станках и прессах. Работа, затраченная за полный оборот винта, равна Аз = 2(Тдв. Полезная работа при этом составляет  Ап = Q hs, где Q – технологическое усилие (вес груза, усилие прессования и т.п.); hs – ход винта, равный перемещению гайки при повороте винта на угол 2(.  (Ход резьбы hs = nsps , где ps –  шаг винтовой линии,  ns – число заходов винтовой линии). 

Согласно условию равновесия сумма всех моментов, векторы которых параллельны оси ходового винта, равна нулю. Следовательно, Тдв = Твп + Моп , где Моп – момент сил трения в опорах «винт – ползун» или «винт – грузовая чаша»; Твп  – момент сил, действующих в винтовой паре. Зная значение суммы этих моментов определим КПД винтового механизма: (вп = А п/Аз = = Q hs / (2(Тдв).

Определение момента винтовой пары Твп
В расчётных моделях винтовую поверхность резьбы представляют наклонной плоскостью, угол наклона которой равен углу подъёма ( винтовой линии резьбы (рис. 4.7). Для многозаходной винтовой пары tg ( =  hs /((d2), где d2 – средний диаметр резьбы; для однозаходной – tg ( = рs/((d2). Гайку рассматривают как ползун, перемещающийся по поверхности витка резьбы. Обозначим окружную силу, перемещающую гайку, символом Ft. Момент этой силы относительно оси винта равен Твп = ½Ftd2. Из условия равновесия следует, что на винтовой поверхности винта (или гайки) действует система сил Ft, N и fN, которая уравновешивает  силу Q.

При равномерном движении  сумма проекций всех сил на ось х равна нулю: (Fх – fN = 0. Следовательно, Ft cos ( – Q sin ( = fN. Из условия  равновесия (Fy =  0 получим, что

                      N – Q cos ( – Ft sin ( = 0, или N = Q cos ( + F t sin (.
Таким образом, получим равенство:

 F t  cos ( – Q sin ( = f (Q cos ( + Ft sin ();  F t  – Q tg (  = f Q + f F t tg ( , или F t  = Q (tg ( + f) /(1 – f tg ().

Используя соотношение  f = tg (, получим значение движущей силы

                                                         Ft  = Q(tg ( + tg ()/(1– tg ( tg () = 

                                                                   = Q tg (( + ();                     (4.11, а)

момента винтовой пары 

                                                   Твп = ½ Ft d2  = ½ Q d2 tg (( + ();       (4.11, б)

КПД  винтовой пары

(вп = Q hs /(Ft (d2) = Q tg ( /Ft  = 

           = tg (/tg (( + ().               (4.11, в)

При опускании груза направление сил Ft  и f N меняется на противоположное. Записав условия равновесия для этого случая и выполнив соответствующие алгебраические преобразования, получим, что Ft = Q tg (( – (). Если для опускания груза требуется приложить внешнюю силу Ft ( 0, то это означает, что имеет место самоторможение винтовой пары. Если выполняется условие самоторможения винтовой пары  ( ( (, то при действии любой продольной силы  Q вращение винта невозможно. Согласно (4.11, в) в случае самоторможения КПД винтовой пары (вп( 0,5.
При выводе формул (4.11) предполагалось, что профиль резьбы винтовой пары прямоугольный (угол профиля витка резьбы ( ( 0о). В механизмах, обеспечивающих поступательное движение рабочих органов станков, прессов, подъёмников используются ходовые резьбы, угол профиля витка которых отличен от нуля. 

По профилю витка  различаются стандартные ходовые резьбы:

–  упорная с углом ( ( 30о и углом ( = 3( (рис. 4.8, а);
· трапецеидальная с углом профиля ( ( 30о и углом ( = 15( (рис. 4.8, б).

Упорная резьба применяется при больших односторонних нагрузках.

В отличие от прямоугольной резьбы угол ( стандартной ходовой резьбы не равен нулю. Это приводит к увеличению нормальной силы, действующей на поверхности витка. Действительно, при ( ( 0 (рис. 4.9) сила нормального давления N, направленная по нормали к профилю витка резьбы, образует с направлением силы Q угол (. Из условия равновесия (Fk = 0 получим N = Q/cos (.

Соответственно, сила трения  Fтр =     =  fN  = f Q/cos (, т.е. при том же значении коэффициента трения сила трения оказывается в 1/cos( раз больше. Чтобы учесть увеличение силы трения при ( ( 0, в расчётах вместо коэффициента f  используют приведенный коэффициент трения               f (= f/cos (. Для упорной резьбы f (( f, для трапецеидальной – f (( 1,03 f. Вместо угла трения ( в формулах (4.11) используют приведенный угол трения (( и tg (( = f (=  = f/cos (.
Заметим, что наличие угла ( позволяет использовать шлифование рабочей поверхности витков резьбы. В результате потери на трение снижаются.
Задача 4.2              

Определить КПД винтовой пары Тr 36(6 «стальной винт – гайка»;  f  = 0,1. 

Решение:

При ns =1 и d2  = 33 мм  tg( = ps/((d2) = 6/(((33) = 0,0579; ( = 3(20(; КПД ( = 0,36.    Условие самоторможения винтовой пары выполняется: (( = 5(50( ( ( = 3(20(.

Согласно (4.11, в) КПД винтовой пары зависит от угла подъёма винтовой линии ( и угла трения ( (или ((). Определим, при каком значении ( КПД достигает максимума. Для этого возьмём производную КПД  по углу ( и приравняем её нулю. В результате получим, что максимальное значение КПД винтовой пары имеет место при (  = 45( – (/2 и равно 

                                                 ( max =                       .

При f = 0,1 угол  ( = 6( и ( max = 0,8.  Сравним моменты двух винтовых пар при подъёме груза при f = 0,1: первая винтовая пара обеспечивает самоторможение (угол ( ( ( ) с угол ( = 3(; вторая винтовая пара имеет максимальный КПД и  угол  ( = 45(– (/2. Отношение моментов равно tg(45(+ (/2)/ tg(( + () = = 6,8. Это означает, что при равных моментах осевое усилие, создаваемое  при использовании винтовой парой с максимальным КПД,  существенно меньше. 

Это одна из причин, почему винтовые пары с углом ( ( 25( на практике не применяются. Обычно КПД винтовых пар трения скольжения не более 0,7. 

Определение момента  сил трения

в опоре «грузовая чаша – ходовой винт»

Определим момент трения между торцом грузовой чаши и торцом ходового винта домкрата. Взаимодействие деталей заменим силами и моментами сил. 
Соответственно, момент сил трения на поверхности контакта чаши с торцом винта (рис. 4.10, в) равен 

                   Rо                       Rо                                                      Rо
    Моп = ( (р dА) fоп( = ( [fоп p(2(((d(] ( = 2(fоп(p((3/3(= 2(fоп p(Rо3 – rо3)/3,

где fоп – коэффициент трения опоры «грузовая чаша – торец винта».
Подставив в выражение для  Моп среднее давление p = Q/((Rо2 – rо2), получим 
 Моп = 2/3 Q fоп (Rо3– rо3)/(Rо2 – rо2) =      Q fоп (Dо3 – dо3)/(Dо2 – dо2).       (4.12)


Для сплошной пяты винтового пресса момент трения Моп =    Q fопDо.
Таким образом, момент при вращении ходового винта домкрата равен 

                ТР  = Твп   + Моп = ½ Q d2 tg (((+ () +     Q fоп(Dо3 – dо3)/ (Dо 2 – dо2).
КПД винтового домкрата получим через отношение полезной работы за полный оборот винта к затраченной:

                                              ( = Q ps /[2((Твп  + Моп)]. 

4.1.5. Виды изнашивания пар и критерии износостойкости

пар трения скольжения в условиях граничного режима трения

При относительном скольжении  деталей пар трения скольжения происходит повреждение контактирующих поверхностей. Этот вид повреждения поверхностных объёмов детали называют изнашиванием. Потеря всего одной тысячной массы машины в результате изнашивания приводит к полной утрате работоспособности. Каждые три года требуется восстановительный ремонт направляющих металлорежущих станков; гусеницы трактора при работе на песчаных грунтах изнашиваются за 500 часов; канаты кранов в горячих цехах – за 2 месяца. Повышение износостойкости имеет огромное значение. Решение этой проблемы охватывает почти все этапы жизненного цикла машин (проектирования, изготовления, эксплуатации). На этапе проектирования должны обеспечиваться рациональные конструкции узлов трения, выбор материалов и смазок.

В качестве характеристики изнашивания используют безразмерную величину – интенсивность изнашивания: J = U/L, где U – линейный износ, измеренный в направлении, перпендикулярном поверхности трения; L – путь трения. Значения интенсивности изнашивания представлены в таблице 4.2.

Заметим, что при интенсивности изнашивания 10-10 на каждый 1 см перемещения трущихся поверхностей износ составляет 10-10 см, что в 250 … 300 раз меньше межатомного расстояния металлов. Следовательно, есть основание предположить, что в процессе изнашивания съём металла происходит не по всей трущейся поверхности одновременно, а на небольших участках поверхности, т.е. локально и дискретно. Локальный характер изнашивания подтверждается также наличием неровностей на трущихся поверхностях даже после их длительной приработки.

Таблица 4.2.

Интенсивность изнашивания деталей машин и инструментов

	Вид контактного взаимодействия поверхностей
	Интенсивность изнашивания
	Элементы машин 

и оборудования

	
	от
	до
	

	Упругое
	10 –13

10 –12

10 –11
	10 –12

10 –11

10 –10
	    Шейки коленчатых валов, 

    зубья зубчатых колёс,

    поршневые кольца

	Упруго-пластическое
	10 –10

10 –9
	10 –9

10 –8
	Направляющие станков

	Пластическое 
	10 –8

10 –7

10 –6
	10 –7

10 –6

10 –5
	Режущий инструмент

Режущий инструмент, 

фрикционные элементы тормозов

	Микрорезание (хрупкое и вязкое разрушение)
	10 –5

10 –4

10 –3
	10 –4

10 –3
	Зубья ковша экскаватора


Дискретность (прерывистость) изнашивания на субмикроскопическом уровне объясняется тем, что между трущимися поверхностями всегда находятся продукты износа. Это могут быть кристаллы карбидов и нитридов, которые находились в структуре самого материала и размеры которых составляют десятые доли микрометра. Это могут быть окислы и другие соединения, образовавшиеся в процессе взаимодействия со средой. Такие мельчайшие частицы действуют подобно абразиву при шлифовании. Только «глубина» резания при этом составляет доли микрометра. Поэтому одним из основных способов повышения износостойкости является увеличение твёрдости поверхности деталей закалкой, химико-термической обработкой и другими способами.  

Локальность и дискретность изнашивания трущихся поверхностей с микроскопическими неровностями связана также с тем, что эти неровности многократно контактируют друг с другом. В условиях граничного трения в зоне контакта возможен разрыв масляной плёнки и даже разрушение защитной окисной плёнки. Происходит адгезия (слипание) материалов в результате межмолекулярного взаимодействия, ковалентной, ионной или металлической  связей. Поэтому более высокими антифрикционными свойствами обладают материалы, образующие относительно слабую адгезионную связь друг с другом. Антифрикционными парами являются стали и полимеры, стали и сплавы на основе меди, стали и сплавы на основе легкоплавких металлов свинца, олова и др..   

По виду повреждения поверхности детали обычно различают механическое, адгезионное (молекулярно-механическое) и коррозионно-механическое изнашивание. Адгезионное изнашивание проявляется в заедании трущихся поверхностей деталей с вырыванием отдельных частиц материала или в намазывании материала одной детали на другую деталь при высоких скоростях и при значительных кратковременных перегрузках. Для коррозионно-механического изнашивания характерно коррозионное повреждение поверхности детали в области контакта с другой деталью.    

Механическое изнашивание проявляется в форме усталостного повреждения  поверхности детали при многократном действии переменных напряжений (см. глава 6), в виде пластического течения и хрупкого разрушения поверхности при перегрузках, в форме абразивного микрорезания. 

Расчётная оценка надёжности пар трения скольжения выполняется по двум критериям износостойкости, соответствующим условию отсутствия выдавливания смазки

– при практически нулевой скорости скольжения (расчёт по условному давлению);

– с учётом снижения вязкости смазки в результате её нагрева при повышенных скоростях скольжения (расчёт по произведению давления на скорость).

Расчёт по условному давлению применяется для кинематических пар с малыми скоростями скольжения. Критерий износостойкости записывают в виде

                                                  p = Q /A  ( [p],                                          (4.13)

где Q – сила нормального давления к поверхности контакта A.
Принимаются следующие значения допускаемого давления [p] для сферических и вращательных кинематических пар: 

– пара «сталь- чугун  СЧ36» [p] = 2 МПа;

– пара «сталь- чугун АВЧ-2» [p] = 12 МПа;

– пара «сталь- бронзы БРО10Ф1» [p] = 15 МПа; 

– пара «сталь - вкладыш с заливкой баббитом Б16» [p] = 15 МПа. 

Считается, что наличие в мягкой основе бронзы (сплава на основе меди), олова или свинца (баббитов) мельчайших кристаллов относительно более твёрдых включений соединений металлов (Cu3Sn, SnSb) способствует образованию специфического рельефа поверхности. Этот рельеф способен удерживать смазку, которая существенно снижает вероятность непосредственного взаимодействия поверхностей деталей в зоне их контакта. Такие сплавы называют анти-фрикционными. 

К материалам винтовых пар механизмов кроме требования достаточной износостойкости предъявляется также требование надёжности при действии растяжения, кручение, изгиба и среза. Это существенно сужает набор антифрикционных материалов гаек ходовых винтов. Для винтовых пар допускаемое давление (p( назначают в зависимости от твёрдости материала ходового винта и материала гайки ходового винта:

                           Материал винтовой пары                           (p(,  МПа

                      Сталь закалённая – бронза оловянная               10 ...13

                      Сталь незакалённая – бронза оловянная             8 ...10

                      Сталь закалённая – бронза безоловянная

                                           или антифрикционный чугун          7 ... 9

                      Сталь незакалённая – бронза безоловянная 

                                            или антифрикционный чугун         6 ... 7

                      Сталь незакалённая – серый чугун                      4 ... 5. 

Ходовые винты изготавливают из конструкционных сталей с содержанием углерода порядка 0,4%. Для повышения износостойкости винтовой пары  поверхность витков ходовой винта подвергают закалке. 

Задача 4.3
Выбрать по критерию условного давления материал гайки ходового винта с резьбой   Tr 36(6.. Винт изготовлен из стали 40 нормализованной. Вес груза Q = 40кН. 

Решение:

Условное давление р определим, полагая, что давление распределено равномерно между z рабочими витками и по высоте рабочей части витка H1 (рис. 4.8, б). Площадь контакта резьбы гайки и резьбы ходового винта равна A = (d2H1z, где (d2 – длина одного витка по среднему диаметру, а (d2H1 – площадь контакта одного витка.
Критерий условного давления p = Q/A ( [p] для решения задачи выбора материала представим в виде [p] ( Q / A = Q/(( z d2H1).

Высота рабочей части витка трапецеидальной резьбы H1 = 0,5ps , а d2 = d – 0,5 ps . 
При расчёте ходовой резьбы принимают число рабочих витков z = 10 ... 12.

Согласно условию задачи и принятым упрощениям при z =10  расчётное значение давления составляет p ( 12,9 МПа. Максимальное допускаемое давление для пары «сталь незакалённая – бронза оловянная» равно [p] = 10 МПа. Предложенный вариант конструкции неудовлетворителен. В данном случае можно применить закалку витков резьбы ходового винта или увеличить диаметр ходового винта и шаг резьбы.

Расчёт по произведению скорости на давление основан на предположении, что скорость износа пропорциональна мощности, расходуемой на преодоление трения и тепловыделение. Критерий износостойкости записывают в форме

                                                      р( ( [p(].                                               (4.14)

Произведение р( является величиной, пропорциональной удельной (отнесённой к единице площади) мощности, затрачиваемой на преодоление трения. 

Допускаемое значение  [р(] принимается 

–  для пары «сталь- чугун АВЧ-2» 12 МПа(м/с при скорости до 1 м/с  ;

–  для пары «сталь- бронза БРО10Ф1» 15  МПа(м/с при скорости до 10 м/с;                                  

– для пары «сталь- вкладыш с заливкой баббитом Б16» 10 МПа(м/с при скорости  до 12 м/с.

Задача 4.4

Определите диаметр цапфы вала, опирающейся на вкладыш, изготовленный из бронзы БрОФ 10-1. Радиальная нагрузка Q = 4500 Н, частоте вращения вала n =1500 об/мин. Отношение рабочей длины цапфы l к диаметру цапфы d равно l/d =1.

 Решение:

 По критерию p ( [p], принимая по (4.7) p = 4Q/((dl), при  [p] = 15 МПа, получим d = 20 мм. 

Согласно критерию p( ( [p(], где ( = (nd/60 и p( = = [4Q/((dl)] (nd/60 при [p(] =15 МПа( м/с, получим         d = 30 мм.

Окончательно принимается наибольшее из двух расчётных значение диаметра цапфы. 

4.2.ТРЕНИЕ КАЧЕНИЯ

4.2.1. Общие сведения

Один из способов снижения потерь на трение в машинах и механизмах – замена пар скольжения (классы III-V) парами качения (классы I-II). Вместо контакта по поверхности в этих парах имеет место точечный (класс I) или линейный (класс II) контакт. Хотя при относительно небольших нагрузках в зоне контакта материал тел качения деформируется практически упруго, контакт осуществляется по небольшой площадке. Это одна из причин того, что в парах качении так же, как в парах скольжения есть потери работы (мощности).

Предположим, что колесо весом Q и радиусом R катится по гладкой горизонтальной поверхности. Через некоторый отрезок времени оно остановится. Следовательно, движению колеса оказывалось сопротивление со стороны поверхности, по которой оно катилось. Для того, чтобы колесо продолжало движение, приложим к его оси в направлении скорости ( движения горизонтальную  силу F (рис. 4.11, а), работа которой будет компенсировать потери на трение при качении колеса. 

На рис. 4.11, а показана схема только активных сил. Из условия равновесия (Fy = 0 следует, что должна быть сила, уравновешивающая силу Q . Это сила нормального давления N = Q. Из условия (Fх = 0  следует, что в зоне контакта (точка А) колеса с поверхностью должна быть сила сцепления Sтр, направленная против действия силы F и равная ей по величине (рис. 4.11, б). Эта сила препятствует скольжению колеса по поверхности.

Из условия равновесия (mkz = 0 относительно точки А очевидно, что в зоне контакта должен быть момент, уравновешивающий момент силы FR. 

Учитывая полученные равенства, момент трения в зоне контакта определяют как произведение силы N нормального давления на некоторое плечо (r. При этом должно соблюдаться равенство FR – N(r = 0.  Таким образом, значение силы F, необходимой для равномерного движения, равно

                                                 F = N ((r/R),                                              (4.15)

где (r – коэффициент трения качения; он имеет размерность длины. 

Снижение сопротивления движению при трении качения достигается в результате уменьшения значения (r и увеличения радиуса R. 

Значения величины (r зависят от материалов твёрдых тел, образующих пару трения качения: 

                               Пары трения качения                                          (r, мм

                      Стальные катки по стальным рельсам  …………………. 0,05

                      Закалённые стальные ролики или шарики

                                                    в подшипниках качения ……….… 0,005 … 0,01

                      Колёса грузовых автомобилей по шоссе 

                                                       с твёрдым покрытием ……….……....  2,4 

                      Колёса повозок по грунту с травяным покровом …….. 10 … 15 

Задача 4.5

Автомобиль на шоссе. Требуется определить силу, необходимую для начала движения автомобиля. Масса автомобиля m = 1500 кг; диаметр колёс D = 400 мм. Потери на трение в опорах осей автомобиля принять равными потерям на трение качения пары «колесо - покрытие шоссе». 

Решение:

При движении по горизонтальному пути F = 2Q(r/R = 2(1500(9,81(2,4/200 = 353 Н.

Опоры, в которых реализуется трение качения, широко используют в машинах и механизмах, особенно работающих в условиях частых пусков, остановок, смен режима работы. В этих условиях опоры трения скольжения работали бы в режиме граничного трения значительную часть своего ресурса. На примере анализа КПД механизмов с парами трения скольжения было показано, что потери работы в режиме граничного трения, как правило, значительны. 

Основными элементами опор качения, несущими нагрузку, являются тела качения (шарики или ролики) и направляющие с дорожками качения. С целью снижения потерь на трение качения и повышения прочности детали опор качения (шарики, ролики, направляющие) изготавливают из  высокоуглеродистых сталей, подвергая их закалке. 

4.2.2. Потери мощности в поступательных парах 

Потери мощности при перекатывании цилиндра по ровной горизонтальной поверхности (рис. 4.11) определим как произведение момента сил трения качения  N(r на угловую скорость вращения цилиндра (. Заметим, что при движении цилиндра без скольжения точка  А контакта цилиндра с плоскостью в данный момент времени неподвижна. Следовательно, линия, проходящая через точку А и перпендикулярная боковой поверхности цилиндра, является осью вращения цилиндра. (В этом случае точку А называют мгновенным центром вращения). Соответственно, угловая скорость ( вращения цилиндра радиуса R при скорости движения его центра ( равна ( = (/R. Потери мощности при перекатывании цилиндра равны

                                                 Ртр = N(r(/R.                                                (4.16)

Поступательные пары трения качения (рис. 4.12) состоят из подвижной и неподвижной направляющих, между которыми находятся шарики или ролики.
Мощность потерь на трение качения в случае плоских горизонтальных направляющих (рис. 4.12, а) равна Ртр = 2N(r(/d = 2Q(r(/d, где угловая скорость вращения шарика  (ш = (/d. Обычно направляющие поверхности имеют трапецеидальный профиль (рис. 4.12, б). Это предотвращает боковое смещение подвижной направляющей относительно неподвижной.  В этом случае расстояние между точками А и В контакта шарика с направляющими dк = dcos (, где ( – угол наклона профиля. Соответственно, (ш = (/dк = (/(dcos (), а сила нормального давления в точке контакта (рис. 4.12, в) равна N = Q/(2cos (). 


Мощность потерь трения качения для профильных направляющих определим, используя формулу мощности при вращательном движении:

                              Р = mо ( ( = mо( cos (mо( (),

и выполнив замену параметров:

                    mо = m(  = (r( N и cos (mо( () = cos (m( ( () = cos (( ( ().

Учитывая, что потери мощности обусловлены трением качения в четырёх точках контакта направляющих с шариком, запишем значение мощности потерь  (по абсолютной величине) в виде

            Ртр.к. = ( 4N(r(ш cos (( ( ()( = 4(rcos ( [Q/(2cos ()](/(dcos ();

                                               Ртр.к. = 2Q(r(/(dcos ().                                   (4.17)

Сила, необходимая для перемещения при нагрузке Q, равна

                                             F = Ртр/( = 2Q(r/(dcos ().                                (4.18)

Таким образом, потери мощности в случае профильных направляющих с углом ( = 45( в 1,4 раза больше, чем для плоских направляющих при прочих равных условиях. При диаметре шариков d = 10 мм и направляющих без закалки при  (r = 0,05 сила F составляет 1,4% Q, а в случае закалённых направляющих при (r = 0,01 сила   F менее 0,3% Q. 

4.2.3. Потери мощности во вращательных парах
Конструктивно вращательные пары обычно состоят из внешнего и внутреннего кольца, из которых одно неподвижно соединено с одним звеном, а второе – с другим. Между ними находятся шарики или ролики. В большинстве машин и механизмов используют вращательные пары качения, выполненные как отдельные стандартные изделия – подшипники качения, изготавливаемые на специализированных заводах. Соответственно, различают шарикоподшипники и роликоподшипники. Определим потери мощности в роликоподшипнике, воспринимающем только радиальную нагрузку (рис. 4.13). 

Наиболее нагружен ролик, находящийся непосредственно под нагрузкой Q (рис. 4.13, а). Обозначим символом N0 силу нормального давления этого ролика на поверхность внутреннего кольца диаметром D. Обозначим символом ( угол между направлением нагрузки Q и линией, соединяющей ось вращения ролика I и ось вращения внутреннего кольца. Соответственно, N( – это сила нормального давления между этим роликом и внутренним кольцом подшипника. Из условия равновесия сумма проекций всех сил на вертикальную ось равна нулю: 

                             Q = N0 + 2N(cos ( + 2N2(cos 2( + …,                          
где угол n( ( 90(, т.к. воспринимают нагрузку Q только ролики, находящиеся ниже оси  вращения внутреннего кольца. 

Очевидно, что система на рис. 4.13 статически неопределима. Для определения реакций N0, N(, N2( … используют принципом совместности перемещений тел качения и колец под нагрузкой. Однако для точечного и линейного контакта зависимость деформаций от нагрузки нелинейная. Методами теории упругости получено значение силы, действующей на 

наиболее нагруженный ролик, в следующем виде:

                                             N0 = k Q / z, 

где z – общее число тел качения;

       k – коэффициент, учитывающий перегрузку наиболее нагруженного ролика; при z = 10 … 20 значение k = 4,37.

Мощность, расходуемая на потери при трении качения, равна сумме мощностей потерь при вращении внутреннего кольца и вращении роликов. Мощность потерь при вращении внутреннего кольца равна Рвн.к. = ((r (Ni(, где (Ni( – сумма всех сил нормального давления N0, N(, N2( … в точках контакта роликов с внутренним кольцом. Мощность потерь при вращении роликов составит Рр. = 2(р(r(Ni(= ((D/d)(r(Ni(, где угловая скорость ролика (р= (/d = (D/(2d) (рис. 4.13). Суммарно мощность потерь при трении качения равна 

                               Ртр..к. = Рвн.к.+ Рр. = ((r(1 + D/d) (Ni(.  
Сумма (Ni( принимается равной 1,3Q. Соответственно мощность потерь составляет

                                          Ртр..к. = 1,3  (r(1 + D/d)(Q.                                (4.19)

Момент, необходимый для преодоления трения качения, равен

                                             Мтр..к. = 1,3 (r(1 + D/d)Q.                                 (4.20) 

Задача 4.6

Определить момент Мтр..к. вала, установленного на двух роликоподшипниках с диаметром внутреннего кольца D = 60 мм, диаметром ролика  d = 10 мм при нагрузке на каждый подшипник Q = 2000 Н.
Ответ:

При (r = 0,01 мм момент Мтр.к. = 2( 1,3( 0,01( 10-3(1 + 6) ( 2000 = 0,36 Нм.

Задача 4.7

Определить коэффициент потерь мощности по условию задачи 4.6, если передаваемый момент равен Т =100 Нм.. 

Решение:

Коэффициент потерь мощности (оп = Мтр.к.( /(Т() = Мтр.к./Т.  
Ответ: (оп = 0,36/100 = 0,0036.. 
Реакции опор и, следовательно, потери на трение зависят от расположения опор и от усилий в передачах, установленных на валах. Кроме того, потери мощности зависят от условий смазывания. Смазка подшипника необходима для защиты от коррозии и отвода тепла, выделяющегося при работе подшипников и других частей машины, но наличие смазки приводит к потерям на её перемешивание. Имеют место также потери мощности на преодоление трения скольжения между телами качения и сепаратором, препятствующим соприкосновению тел качения друг с другом. Поэтому оценка потерь на трение качения по (4.19) и (4.20) является оценкой минимума потерь в подшипниках качения. Суммарные потери мощности в подшипниках качения определяют  экспериментально. Значение коэффициента потерь (оп в опорах валов, установленных на подшипниках качения, составляет 0,005… 0,02. 

4.2.5. Потери мощности в винтовых парах

В параграфе 4.1.4 показано, что коэффициент полезного действия однозаходной винтовой пары не превышает 0,7 и в большинстве практических случаев составляет 0,2 …0,3. С целью повышения КПД  винтовых механизмов опоры скольжения заменяют опорами качения, а вместо винтовых пар скольжения применяют винтовые пары качения. 

 
 На рис. 4.14 показана расчётная схема для определения сил и моментов в винтовой паре качения для случая неподвижного ходового винта и вращающейся гайки. На гайку (рис. 4.14, а) действует внешняя нагрузка Q и момент сил Т, обеспечивающий вращение гайки; при анализе сил в винтовой паре этот момент замещён силой Fдв= Т/(dв/2), где dв– диаметр винта. Нагрузка Q и сила Fдв, передаются на шарик и  уравновешиваются (рис. 4.14, б) силой нормального давления N в точке контакта А и силой трения (сцепления) Sтр. Кроме того, при вращении гайки возникает момент сил трения качения Мтр.А в точке контакта А.. Неизвестны силы N  и Fдв и момент Мтр.А..
Из условия равновесия гайки (Fy = 0 получим N = Fдв sin ( + Q cos (  = 0.

С другой стороны, при равномерном движении момент внешних сил должен быть равен моменту сил трения качения при перекатывании шариков. Из условия равновесия ( mA = 0 получим Мтр.А + Мтр.В + Q dш sin (  – Fдв dш cos (  = 0. Из условия равновесия шарика очевидно, что силы, действующие в точках контакта А и В, одинаковы. Тогда Мтр.А = Мтр.В = N (r = (Fдв sin ( + Q cos ()(r. В результате условие ( mA = 0 запишем в виде 

                2(Fдв sin ( + Q cos ()( + Q dш sin ( – Fдв dш cos (  = 0

и запишем Fдв = Q(dш sin ( + 2(r cos ()/(dш cos ( –  2(r sin () =

                         = Q(tg ( + (r/rш)/[1 – ((r/rш) tg (].

Выполним замену (r/rш = tg ( r  и получим 

                                              Fдв = Q tg (( + ( r),                                   (4.21, а)

                                              ( =   tg (/ tg (( + ( r).                               (4.21, б)

Конструктивно винтовые пары качения выполняют в виде гайки и винта, между которыми размещаются шарики. Профиль желобка для шариков обычно

трапецеидальный (рис. 4.14) или круговой; первый более прост в изготовлении, второй обеспечи-вает большую грузоподъёмность.  

Наличие угла наклона профиля ( приводит к увеличению сил нормального давления N в 1/cos ( раз и уменьшению расчётного радиуса r также в 1/cos ( раз. 

Задача 4.8

Определить КПД винтовой пары 

d = 39 мм, шаг винтовой линии р = 6 мм, диаметр dш = 3 мм, (r = 0,0075 мм; угол ( = 3(.

                                                                                                                         Ответ: (= 0,91.

4.2.6. Контактные напряжения и виды повреждения пар качения 

В отличие от контакта по поверхности витков пары «винт – гайка» контакт пар шариков с плоской поверхностью точечный, а роликов –  линейный. Расчёт контактных напряжёний по величине давления в этом случае неприемлем, так как неизвестна площадь контакта, а напряжённое состояние материала в зоне контакта объёмное.
Из самых общих представлений о деформациях и напряжениях в зоне контакта при упругом деформировании можно сделать следующий вывод:

– площадь контакта, следовательно, напряжение на площадке контакта зависят от силы нормального давления Fn;
– с увеличением радиуса R шарика или ролика,  контактирующего с плоской поверхностью, площадь площадки контакта увеличивается, а напряжение на этой площадке уменьшается;

– чем меньше модуль упругости Е контактирующих тел,  тем больше площадь контакта и меньше напряжение на  площадке контакта.

При сжатии тел с шаровыми поверхностями образуется круговая площадка контакта; радиус ей равен 


где Fn – сила нормального давления; 
    E1 и E2  – модули нормальной упругости материалов  шаров;
    R1 и R2  – радиусы шаровых поверхностей ; знак «+» соответствует контакту двух шаров, знак «–» – контакту шара с вогнутой шаровой поверхностью.

Максимальное сжимающее напряжение в центре площадки радиуса а равно (3 max = – 1,5Fn /((а2), а два других сжимающих напряжения (1 = (2 = 0,8(3. Подставив эти значения в формулу (2.27), получим (экв = 0,2(3 max. Следовательно, напряжение (3 max, вызывающее пластическую деформацию материала в центре площадки контакта в 5 раз превышает предел текучести того же материала при линейном растяжении (сжатии). Наибольшее касательное напряжение имеет место на глубине, примерно равной 0,5а площадки контакта: ( max = 0,31(3 max.

В этой области в первую очередь происходит пластическая деформация материала при кратковременных перегрузках и появляются усталостные повреждения материала при переменных напряжениях.

При сжатии тел с цилиндрическими поверхностями, контактирующих по образующим, с равномерным распределением нагрузки по длине контакта  площадка контакта имеет форму узкого прямоугольник шириной b. Обозначим символом q удельную нагрузку на единицу длины контакта l вдоль образующих

цилиндров: q = Fn/l. Ширина площадки контакта цилиндров определяется по формуле

где обозначения остальных величин аналогичны обозначениям в (4.22).

Максимальное сжимающее напряжение в центре площадки шириной b равно (3 max = – 1,27q/b. Наибольшее касательное напряжение имеет место на глубине порядка 0,4b и равно ( max = 0,3(3 max.

Теоретически контактные напряжения для идеально упругих материалов впервые были определены немецким учёным Герцем (на немецком языке –  Herz). В его честь расчётные контактные напряжения обозначают символом (H . 

Основные виды повреждений тел и дорожек качения:

– изменение размеров и формы в результате пластической деформации при кратковременных перегрузках;

–  износ при неудовлетворительной защите от абразивных частиц и от воздействия коррозионных сред;
– усталостное выкрашивание в результате циклического действия контактных напряжений при качении шариков и роликов.

Усталостное повреждение тел и дорожек качения имеет вид «оспин» на рабочих поверхностях. «Оспины» образуются при выходе на поверхность трещинок, появляющихся на глубине порядка нескольких десятых долей миллиметра в области действия максимальных переменных касательных напряжений.

Условия прочности и долговечности при контактных напряжениях записываются виде 

                                                              (H  ( [(H ],                                      (4.24)

где [(H ] – допускаемые контактные напряжения.

Методы расчёта допускаемых нагрузок, контактных напряжений (H  и назначение допускаемых контактных напряжений [(H ] для некоторых деталей, будут рассмотрены ниже.

Задача 4.9

Определить ширину b площадки контакта и контактное напряжение (3 max двух стальных цилиндров радиусом R =15 мм, длиной l = 40 мм при силе нормального давления  Fn =    = 4000 Н. Модуль Е = 2( 105 МПа.
Ответ: 

b = 0,186 мм; (3 max= 680 МПа.
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Рис. 3.1. К определению условий равновесия при кручении
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Рис. 3.2. К определению момента      
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Рис 3.3. К определению полярного


момента инерции кругового сечения
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Рис. 3.5. К определению условий равновесия при чистом изгибе 
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Рис. 3.7. К определению физического смысла статического момента площади поперечного сечения балки 
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Рис. 3.4. К определению внутренних сил и моментов сил, действующих в витке пружины               
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Рис. 3.10. Рациональные формы поперечные сечения балок: 


  двутавр (а), швеллер (б), уголок (в), коробчатое сечение (г)
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Рис. 4.2. Схема сил, 


действующих на толкатель кулачкового механизма
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 Рис. 3.15. К определению касательных напряжений при поперечном изгибе
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 Рис. 3.16. Касательные напряжения  от действия перерезывающей силы при  изгибе балки прямоугольного сечения
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Рис.3.8. К определению осевых моментов инерции прямоугольного сечения
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Рис. 3.24. К определению зависимости


потенциальной энергии деформации от действующих нагрузок и перемещений
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Рис. 3.23. К определению 


прогибов и углов поворота балки 


на двух шарнирных опорах
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Рис. 3.22. К определению углов поворота 


                и прогибов консольной балки
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 Рис. 3.21. К определению


     знака в уравнении (3.40)
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Рис. 3.7. К определению 


взаимосвязи между полярным и 


осевыми моментами инерции
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Рис. 3.6. К определению  деформаций и напряжений при изгибе  балки
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Рис. 3.9. К определению влияния смещения на статический момент и момент инерции сечения





б)





Рис. 3.11. К определению напряжений 


                      при косом изгибе
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Рис. 3.17. К определению уравнения       


                  изогнутой оси стержня 
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Рис. 3.18. Зависимость формы оси стержня при сжатии продольной силой от числа n
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Рис. 3.20. Определение допускаемых напряжений при продольном сжатии 


в зависимости от гибкости стержней
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Рис. 3.19. Зависимость формы оси стержня при сжатии продольной силой от способа закрепления его концов
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Рис. 4.5. Вращательная пара с трением скольжения (а), распределение давлений


                (б) и схема деформаций (в) в области контакта вала с вкладышем:


                                                1 – корпус; 2 –  вкладыш; 3 – вал 
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Рис. 4.1. Зависимость  коэффициента  


        трения от скорости скольжения 
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Рис. 3.25. К доказательству теоремы о минимуме потенциальной энергии деформации
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Рис. 4.3. Схема сил, действующих 


                  на ползун (шток) 
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Рис. 4.4. К определению потерь в опорах вала 
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Рис. 4.6. СКМ винтовых механизмов
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Рис. 4.7. К определению сил 


                     в винтовой паре


                                             





                                                       Рис. 4.8. Ходовые резьбы: 


а – упорная, рабочая высота профиля h = 0,75 ps; средний диаметр d2 = d – 0,75 ps


б – трапецеидальная, рабочая высота профиля  H1= 0,5 ps; средний диаметр d2 = d – 0,5 ps                                                      
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Рис. 4.9. К определению силы  


               трения при угле ( ( 0
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Рис. 4.10. К определению момента сил трения 


            в опоре грузовой чаши и КПД домкрата
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Рис. 4.11. Схема активных сил (а) и схема активных 


           сил и реакций опор (б) при движении колеса
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Рис.4.12. Схема поступательных пар трения качения 
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Рис.4.13. К определению потерь в роликоподшипнике
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Рис. 4.14. К определению КПД винтовой пары качения
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Рис. 4.14. К определению сил нормального давления  при наличии угла наклона профиля витков винтовой пары качения
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Рис.4.15. Распределение максимальных напряжений сжатия в зоне контакта шаров 
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Рис. 3.12. К определению ядра 


                  кругового сечения  
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Рис. 3.13. К определению ядра 


           прямоугольного сечения
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Рис. 3.14. Ядро сечения двутаврового, таврового и коробчатого сечений
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